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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

POzIOM PODSTAWOWY

Opis arkusza egzaminu maturalnego

W roku szkolnym 2025/2026 egzamin maturalny z matematyki zostat przeprowadzony na
podstawie wymagan podstawy programowej okreslonej w rozporzgdzeniu Ministra Edukacji
z dnia 28 czerwca 2024 r.t

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym zawierat ogétem 37 zadan
(ujetych w 33 grupy/wigzki tematyczne), na ktore sktadato sie 25 zadan zamknietych

i 12 zadan otwartych. Zadania sprawdzaty wiadomos$ci oraz umiejetnosci ujete w czterech
obszarach wymagan ogadlnych:

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa (3 zadania zamknigte tgcznie za 3 punkty).

Il. Wykorzystanie i tworzenie informac;ji (7 zadan fgcznie za 9 punktéw, w tym: 5 zadan
zamknietych tgcznie za 5 punktoéw oraz 2 zadania otwarte tgcznie za 4 punkty).

IIl. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (17 zadan tgcznie za 20 punktow, w tym:
13 zadan zamknietych fgcznie za 13 punktéow oraz 4 zadania otwarte tgcznie za
7 punktéw).

IV. Rozumowanie i argumentacja (10 zadan tgcznie za 18 punktéw, w tym: 4 zadania
zamkniete tgcznie za 4 punkty oraz 6 zadan otwartych fgcznie za 14 punktéw).

Zdajgcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzoréw matematycznych na egzamin maturalny
Z matematyki oraz linijki, cyrkla i kalkulatora prostego.

1 Rozporzadzenie Ministra Edukaciji z dnia 28 czerwca 2024 r. zmieniajgce rozporzgdzenie w sprawie podstawy
programowej ksztatcenia ogélnego dla liceum ogélnoksztatcgcego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia
(Dz.U. poz. 1019).
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Dane dotyczgce populacji zdajacych

VIS ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIAW ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajgcych (Formuta 2023) 54 603
Zdajacy rozwigzujacy z licedw ogolnoksztatcacych 42 146
zadania w arkuszu 7 technikow 12 307
standardowym z branzowych szkoét Il stopnia 150
ze szkot na wsi 1755
ze szkét w miastach do 20 tys. mieszkancow 8 694
ze szkét w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancéw 13110
ze szk6t w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 31044
ze szkét publicznych 44 830
ze szkot niepublicznych 9773
kobiety 29 444
mezczyzni 25159
bez dysleksji rozwojowej 46 223
z dysleksjg rozwojowg 8 380
* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentéw.
Z egzaminu zwolniono 32 osoby — laureatow i finalistéw Olimpiady Matematycznej.
ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH
Zdajacy rozwigzujgcy | z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 2110
zadania w arkuszach stabowidzacy 81
dostosowanych — X
niewidomi 5
stabostyszgcy 101
niestyszacy 26
Z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang mézgowym 20
porazeniem dzieciecym
z zaburzeniem widzenia barw 25
Ogotem 2 368
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Przebieg egzaminu

V-1V  INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU

Termin egzaminu 5 maja 2026
Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkot 736
Liczba zespotow egzaminatorow 33
Liczba egzaminatoréw weryfikatorow 33
Liczba egzaminatoréw 704
Liczba obserwatorow? (§ 8 ust. 1) 38
Liczba w przypadku:
uniewaznien?®
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan >
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali
pkt 2 egzaminacyjnej z urzgdzenia telekomunikacyjnego 3
art. 44zzv | zaktécenia przez zdajgcego prawidiowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 0
zdajacego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczacych 4
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos$¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wglgdow? (art. 44zzz) 4298

2 Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie egzaminu maturalnego

(Dz.U. z 2024 r. poz. 302, z p6zn. zm.).
3 Ustawa z dnia 7 wrzesnia 1991 r. o systemie o$wiaty (Dz.U. z 2025 r. poz. 881, z pdzn. zm.).
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Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdajacych

WANCGIESNE ROzZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH
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Wynik procentowy

-1V V'S \WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE*

Il stopnia

. Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia Odchylenie Odset’ek**
Zdajacy 2dajacych (%) (%) (%) (%) (%) standardowe | sukcesow

(%) (%)

Ogotem

Formuta 2023 54 603 0 100 64 98 62 26 87

w tym:

z liceow

ogélnoksztatcacych 42 146 0 100 68 98 65 26 89

z technikow 12 307 0 100 50 46 52 24 80

z branzowych szkot | 450 0 56 18 12 20 10 21

* Dane dotyczg tegorocznych absolwentéw. Parametry statystyczne sa podane dla grup liczagcych 30 lub wiecej zdajgcych.
** Dane dotyczg tegorocznych absolwentow, ktdrzy przystapili do wszystkich egzaminéw obowigzkowych.

ORE

Strona 7 z 107




Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Poziom wykonania zadan

NS POZIOM WYKONANIA ZADAN

Wymagania podstawy programowej

i interpretowanie reprezentacji.

111.4) rozwigzuje [...] nieréwnosci kwadratowe.

Poziom
Nr Wymagania ogélne Wymagania Szczegéiowe wykona_nla
zad. zadania
(%)
I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy:
I.1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie,
1. mnozenie, dzielenie, potegowanie, pierwiastkowanie, 82
logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;
1.4) stosuje [...] prawa dziatan na [...] pierwiastkach.
I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy:
1.8) wykorzystuje wlasnosci potegowania
2. i pierwiastkowania w sytuacjach praktycznych, w tym do 85
obliczania procentéw sktadanych, zyskow z lokat
i kosztow kredytow.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
3. | i interpretowanie reprezentac;ji. 1.4) stosuje zwigzek pierwiastkowania z potggowaniem 67
oraz prawa dziatan na potegach i pierwiastkach.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
4 i interpretowanie reprezentacji. 1.9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, 82
’ postuguje sie wzorami na logarytm iloczynu, logarytm
ilorazu i logarytm potegi.
lll. Wykorzystanie Zdajacy:
5 i interpretowanie reprezentacji. 1.2) przeprowadza proste dowody dotyczgce 44
’ podzielno$ci liczb catkowitych;
1.4) stosuje [...] prawa dziatan na potegach [...].
I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy:
6. I1.1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)?, 81
(a —b)?, a®— b2
IV. Rozumowanie Zdajacy:
7. | iargumentacja. 1.2) przeprowadza proste dowody dotyczgce 46
podzielnosci liczb catkowitych i reszt z dzielenia [...].
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. I11.5) rozwigzuje réwnania wielomianowe postaci
8. . L . 68
W (x) = 0 dla wielomianéw doprowadzonych do postaci
iloczynowe;.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. I11.1) przeksztatca rownania i nieréwnosci w sposob
9. réwnowazny, w tym np. przeksztatca rownowaznie 87
rébwnanie
5 _xX*3
x+1 2x-1"
10. [ll. Wykorzystanie Zdajacy: 73
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lll. Wykorzystanie Zdajacy:
11. | i interpretowanie reprezentacji. IV.2) stosuje uktady réwnan do rozwigzywania zadan 46
tekstowych.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informaciji. V.3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych
12.1 za pomoca [...] wykresow, wzoréw [...]; 69
o V.4) odczytuje z wykresu funkgcji: [...] najwieksze
i najmniejsze wartosci funkgcji (o ile istniejg) w danym
przedziale domknietym [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informaciji. V.4) odczytuje z wykresu funkgji: [...] zbiér wartosci, [...]
12.2. przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci wieksze 66
[...] od danej liczby [...].
1.6) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
13.1. | informacji. V.5) interpretuje wspétczynniki wystepujgce we wzorze 75
funkgiji liniowej.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
13.2. | informacji. V.11) wykorzystuje wiasnosci funkgc;ji liniowej [...] do 58
interpretacji zagadnien geometrycznych [...].
IV. Rozumowanie Zdajacy:
14. | i argumentacja. V.9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie 42
informac;ji o tej funkgiji lub o jej wykresie.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
15 i argumentacja. VI.7) wykorzystuje wiasnosci ciggow, w tym 64
’ arytmetycznych i geometrycznych, do rozwigzywania
zadan [...].
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
16. | i interpretowanie reprezentaciji. VI.5) stosuje wzor na n-ty wyraz [...] ciggu 87
arytmetycznego.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
17. | i interpretowanie reprezentaciji. VI.6) stosuje wzor na n-ty wyraz [...] ciggu 49
geometrycznego.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
18. | i interpretowanie reprezentaciji. VII.1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus [...] dla katow 77
od 0° do 180° [...].
19 IV. Rozumowanie Zdajacy: 86
" | i argumentacja. VII1.5) stosuje wlasnosci katéw wpisanych i srodkowych.
20 IV. Rozumowanie Zdajacy: 67
" | i argumentacja. VIII.7) stosuje twierdzenie Talesa.
21 IV. Rozumowanie Zdajacy: 33
" | i argumentacja. VIII.11) przeprowadza dowody geometryczne.
22 IV. Rozumowanie Zdajacy: 34

i argumentacja.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

VII1.3) rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich
podstawowych wiasnosci;

VII1.10) wskazuje podstawowe punkty szczegdine

w tréjkacie: [...] Srodek okregu opisanego na tréjkacie

L.l

Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
23 | i interpretowanie reprezentacji. VII.2) korzysta z wzoréw 58
sinfa +cos2a =1, tga = —— .
cosa
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
24.1. | i interpretowanie reprezentaciji. IX.3) oblicza odlegto$¢ dwoch punktdw w uktadzie 69
wspotrzednych.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. VII1.10) wskazuje podstawowe punkty szczegodlne
242 - . . N 58
w tréjkacie: [...] Srodek okregu opisanego na tréjkacie
[...]
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. IX.3) oblicza odlegto$¢ dwoch punktdw w uktadzie
25. wspotrzednych; 68
IX.4) postuguje sie rownaniem okregu
(x—a)+ @y —-b)?2=r2
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. IX.2) postuguje sie rGwnaniami prostych na
ptaszczyznie, w postaci kierunkowej [...], w tym
26. ) . . - 67
wyznacza réwnanie prostej o zadanych wtasnosciach
(takich, jak np. [...] rownolegto$¢ do innej prostej);
IX.1) [...] znajduje wspdiny punkt dwdch prostych [...].
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. X.2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prostg
27. a ptaszczyzna [...]; 46
X.5) oblicza objetosci [...] ostrostupdw [...] réwniez
z wykorzystaniem trygonometrii.
28 IV. Rozumowanie Zdajacy: 51
" | i argumentacja. X.5) oblicza objetosci [...] walca, stozka [...].
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
29. | iinterpretowanie reprezentaciji. XI.2) zlicza obiekty, stosujgc regulty mnozenia 81
i dodawania [...].
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
30. | iinterpretowanie reprezentaciji. XIl.1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu 67
klasycznym.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
31. | informacji. XI11.2) oblicza $rednig arytmetyczng [...], znajduje 69
mediane [...].
32, [ll. Wykorzystanie Zdajacy: 77

i interpretowanie reprezentac;ji.

XI1.2) oblicza $rednig arytmetyczng [...].
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Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informacii. V.11) wykorzystuje wtasnosci funkgiji [...] kwadratowej do
33.1. . - . ' . . 68
interpretacji zagadnien [...] fizycznych itp., takze
osadzonych w kontekscie praktycznym.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
33.2. | informaciji. XIlI) rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach 71
dajacych sie opisac¢ funkcjg kwadratowa.

VAEIESWN POZIOM WYKONANIA ZADAN W OBSZARZE WYMAGAN OGOLNYCH

920

Poziom wykonania (%)
N w H (9] =] ~N [+
o o o o o o o

[ary
o

83
68 70
I I 53
| 1 1 v

Obszar wymagan ogoéinych
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

POzZIOM ROZSZERZONY

Opis arkusza egzaminu maturalnego

W roku szkolnym 2025/2026 egzamin maturalny z matematyki zostat przeprowadzony na
podstawie wymagan podstawy programowej okreslonej w rozporzgdzeniu Ministra Edukac;ji
z dnia 28 czerwca 2024 r.*

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawierat ogétem 13 zadan
otwartych (ujetych w 12 grup/wigzek tematycznych). Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz
umiejetnosci ujete w nastepujgcych obszarach wymagan ogolnych:

II. Wykorzystanie i tworzenie informacji (1 zadanie otwarte za 3 punkty).

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (5 zadan otwartych tacznie za 18 punktéw).

IV. Rozumowanie i argumentacja (7 zadan otwartych tgcznie za 29 punktow).

Zdajagcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzorow matematycznych na egzamin maturalny
Z matematyki oraz linijki, cyrkla i kalkulatora prostego.

Dane dotyczgce populacji zdajacych

IVCISWNGE  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIAW ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajgcych (Formuta 2023) 16 438
z licebw ogdlnoksztatcacych 13492
z technikéw 2934
z branzowych szkét 1l stopnia 12
ze szkot na wsi 353
ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 1884
Zdajacy rozwiazujacy ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 3714
zadania w arkuszu ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 10 487
standardowym ze szkét publicznych 14 751
ze szkot niepublicznych 1687
kobiety 7 003
mezczyzni 9435
bez dysleksji rozwojowej 16 215
z dysleksjg rozwojowg 223

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentéw.

Z egzaminu zwolniono 32 osoby — laureatow i finalistéw Olimpiady Matematyczne;j.

4 Rozporzgdzenie Ministra Edukacji z dnia 28 czerwca 2024 r. zmieniajgce rozporzgdzenie w sprawie podstawy
programowej ksztatcenia ogélnego dla liceum ogdlnoksztatcgcego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia
(Dz.U. poz. 1019).
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IVCEV-WA  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajacy rozwigzujgcy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 633
zadania w arkuszach stabowidzacy 21
dostosowanych — -
niewidomi 2
stabostyszgcy 9
niestyszacy 32
Z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang mézgowym 3
porazeniem dzieciecym
z zaburzeniem widzenia barw 15
Ogotem 715
Przebieg egzaminu
INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU
Termin egzaminu 11 maja 2026
Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkot 621
Liczba zespotow egzaminatorow 33
Liczba egzaminatoréw weryfikatorow 97
Liczba egzaminatoréw 533
Liczba obserwatorow® (§ 8 ust. 1) 13
Liczba w przypadkKu:
uniewaznien®
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali 0
pkt 2 egzaminacyjnej z urzagdzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaktécenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 1
zdajacego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczgcych 1
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wglagdow® (art. 44zzz) 2543

5 Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie egzaminu maturalnego
(Dz.U. z 2024 r. poz. 302, z p6zn. zm.).
6 Ustawa z dnia 7 wrzesnia 1991 r. o systemie o$wiaty (Dz.U. z 2025 r. poz. 881, z pdzn. zm.).
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Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdajacych

WANCGIESEY ROzZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH

6,0%
5,0%

4,0%

Procent zdajacych
w
(=]
X

2,0%

0,0%
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 88 92 96 100
Wynik procentowy

U \=IZWNCN WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE®

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia s(t)adncdhayrI::\I:e
jacy zdajacych | (%) (%) (%) (%) (%) %)
(]

Ogdtem 16 438 0 100 46 0 44 29
Formuta 2023
w tym:
z liceow 13 492 0 100 52 66 48 28
ogolnoksztatcgcych
z technikow 2934 0 100 12 0 23 25
z branzpwych szkot 12 0 2 0 0 0 1
Il stopnia

* Dane dotyczg tegorocznych absolwentéw. Parametry statystyczne sa podane dla grup liczacych 30 lub wigcej zdajgcych.
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Poziom wykonania zadan

QIS0 POZIOM WYKONANIA ZADAN

Wymagania podstawy programowej
Wymagania szczegétowe Poziom
Nr . ; wykonania
zad. Wymagania ogéine Gdy wymaganie dotyczy tresci zakresu podstawowego zadania
szkoty ponadpodstawowej — dopisano (P). (%)
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. XI.2) stosuje wspoétczynnik dwumianowy (symbol
1 Newtona) i jego wlasnosci [...]. 49
’ VI.1) oblicza granice ciggéw, korzystajgc z [...] twierdzen
o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggow
zbieznych [...].
lll. Wykorzystanie Zdajacy:
2. | iinterpretowanie reprezentacji. XII.1) (P) oblicza prawdopodobienstwo w modelu 43
klasycznym.
3 IV. Rozumowanie Zdajacy: 53
" | i argumentacja. I1.5) korzysta ze wzoréw na: a3+ b3 [...].
IV. Rozumowanie Zdajacy:
4. | i argumentacja. VII1.8) (P) korzysta z cech podobienstwa tréjkatow; 26
VII1.11) (P) przeprowadza dowody geometryczne.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
5. | iinterpretowanie reprezentaciji. I11.4) rozwigzuje rownania i nierbwnosci z wartoscig 56
bezwzgledna.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
6 i interpretowanie reprezentacji. VI.7) (P) wykorzystuje wtasnosci ciggow, w tym 63
' arytmetycznych i geometrycznych, do rozwigzywania
zadan, réwniez osadzonych w kontekscie praktycznym.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
7. |. . S . 43
i argumentacja. VII.6) rozwigzuje réwnania trygonometryczne.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
8 i argumentacja. X.2) wyznacza przekroje [...] ostrostupéw prawidtowych 36
' oraz oblicza ich pola, takze z wykorzystaniem
trygonometrii.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. IX.3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspotrzedne
oraz dlugos¢, dodaje wektory i mnozy wektor przez
9. liczbe, oba te dziatania wykonuje zaréwno analitycznie, 41
jak i geometrycznie;
IX.4) wyznacza rownanie prostej prostopadtej do
zadanej prostej i prostej stycznej do zadanego okregu.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
10 i interpretowanie reprezentacji. 111.5) analizuje réwnania i nieréwnosci liniowe 23
’ z parametrami oraz réwnania i nierownosci kwadratowe
z parametrami [...].
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

IV. Rozumowanie

Zdajacy:

XI11.5) stosuje pochodng do badania monotonicznosci
funkcji;

XI11.6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne

z zastosowaniem pochodne;.

11. | i argumentacja. VII1.1) stosuje wiasnosci czworokgtéw wpisanych 57
w okrag i opisanych na okregu.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informaciji. VII1.8) (P) korzysta z cech podobienstwa trojkatow.
12.1. . 21
IV. Rozumowanie
i argumentacja.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. XI11.4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku
rzeczywistym oraz oblicza pochodna, korzystajgc
z twierdzenh o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
12.2. [...I; 52

UAGGIEES POZIOM WYKONANIA ZADAN W OBSZARZE WYMAGAN OGOLNYCH

50

w B e
(¥, o [O,]

w
o

Poziom wykonania (%)
= = N N
o (6] o (6]

(8]
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KOMENTARZ

Analiza jakosciowa zadan — poziom podstawowy

Arkusz obowigzkowego egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym
zawierat 25 zadan zamknietych i 12 zadan otwartych o zré6znicowanym stopniu trudno$ci,
ktérych rozwigzanie wymagato wykazania sie wiedzg i umiejetnosciami z zakresu
nastepujgcych obszaréw wymagan ogolnych:

I. Sprawnosé rachunkowa

II. Wykorzystanie i tworzenie informaciji

I1l. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji
IV. Rozumowanie i argumentacja

Na wykresie 2. zostat przedstawiony poziom wykonania zadan z arkusza egzaminacyjnego
w ww. obszarach.

Najwyzszy poziom wykonania (83%) odnotowano w zadaniach badajgcych umiejetnosci

z zakresu | obszaru wymagan ogolnych. Sprawno$c rachunkowa, czyli umiejetnosci
wykonywania obliczen na liczbach rzeczywistych oraz stosowania praw dziatan
matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych sprawdzane byty

w 3 zadaniach zamknietych.

Zadania z Il obszaru wymagan ogolnych osiggnety poziom wykonania 68%. Umiejetnosciami
interpretowania i operowania informacjami przedstawionymi w tekscie, a takze w formie
wykresow czy diagraméw, zdajgcy musieli wykazac sie podczas rozwigzywania 5 zadan
zamknietych oraz 2 zadan otwartych.

Poréwnywalny poziom wykonania (70%) do zadan z zakresu obszaru Wykorzystanie

i tworzenie informacji osiggnety zadania z Il obszaru wymagan ogolnych (Wykorzystanie

i interpretowanie reprezentacji), ktére badaty umiejetnosé stosowania obiektéw
matematycznych i operowania nimi, interpretowania poje¢ matematycznych, dobierania

i tworzenia modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemoéw praktycznych

i teoretycznych. Umiejetnosci z tego obszaru byty sprawdzane w 17 zadaniach, w tym:

w 13 zadaniach zamknietych oraz w 4 zadaniach otwartych.

Najwiekszg trudnos¢ sprawity zdajgcym zadania egzaminacyjne, ktore wymagaty
przeprowadzenia rozumowania i podania argumentacji oraz stosowania i tworzenia strategii
rozwigzania (poziom wykonania 53%), czyli umiejetnosci opisanych w IV obszarze wymagan
ogolnych (Rozumowanie i argumentacja). W tegorocznym zestawie egzaminacyjnym byto
10 zadan sprawdzajgcych umiejetnosci z tego zakresu: 4 zadania zamkniete oraz 6 zadan
otwartych.

Analiza wskaznikow poziomu wykonania poszczegolnych zadan arkusza egzaminacyjnego
z matematyki na poziomie podstawowym, zamieszczonych w Tabeli 5., pozwala zauwazy¢,
ze zadne z zadan nie byto dla tegorocznych maturzystéw bardzo trudne (z poziomem
wykonania ponizej 20%) ani bardzo tatwe (z poziomem wykonania od 90% do 100%).
Najliczniejszg grupe stanowig zadania umiarkowanie trudne (poziom wykonania od 50% do
69%). Takich zadan w arkuszu wystgpito 16, w tym: 12 zadan zamknietych i 4 zadania
otwarte.
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Druga grupe pod wzgledem liczebnos$ci stanowig zadania z poziomem wykonania od 70%
do 89%, co Swiadczy o tym, ze byty one fatwe dla zdajgcych. Taki poziom osiggneto 11
zadan zamknietych i 1 zadanie otwarte.

Pozostate zadania (7 otwartych i 2 zamkniete) odznaczajg sie niskim poziomem wykonania
(od 20% do 49%), co sprawia, ze zaliczono je do kategorii zadan trudnych.

Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Sposrod wszystkich zadan zestawu egzaminacyjnego z matematyki na poziomie
podstawowym najnizszy poziom wykonania ( 33% i 34%) osiggnety dwa zadania otwarte:
21.i22.

Pierwsze z nich byto zadaniem otwartym krétkiej odpowiedzi, za ktérego poprawne
rozwigzanie zdajgcy mogli uzyskaé¢ 2 punkty. W tym zadaniu sprawdzane byty umiejetnosci
z IV obszaru wymagan ogolnych (Rozumowanie i argumentacja). Rozwigzanie zadania 21.
polegato na przeprowadzeniu dowodu geometrycznego.

Tres¢ zadania 21. brzmiata:

Zadanie 21. (0-2)
Dany jest tréjkat KLM, w ktérym |KM| = a oraz |LM| = b.
Dwusieczna kata LMK przecina bok KL w punkcie N (zobacz rysunek).

M
a b
K N L
Wykaz, ze stosunek pola trojkata KNM do pola tréjkata NLM jest rowny %.

Rozwigzujgc zadanie 21., zdajgcy stosowali rozne sposoby rozwigzania problemu.
Maturzysci najczesciej wykorzystywali fakt, ze odcinek MN jest wspdolnym bokiem tréjkgtow
KNM i NLM oraz ze odcinek MN zawiera sie w dwusiecznej kata LMK, wiec

|XNMK| = |&XLMN|. W kolejnym kroku zdajgcy zapisywali pola tréjkgtéw KNM i NLM

w zaleznosci od diugosci dwoch bokdéw (w tym wspdlnego MN) i sinusa kata miedzy tymi
bokami. Nastepnie obliczali stosunek otrzymanych pdl, ktory po przeksztatceniu doprowadzat
do otrzymania tezy. Ten sposob rozwigzania ilustruje Przyktad 1.
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Przyktad 1.

K N' L

EEEEESEENENNE RN
Ve va _/é/oc;_ 2l I NN T

7 o g o B0 B B e S
Criim :1_-% or” [ | 1|

Inne podejscie do postawionego problemu stanowig rozwigzania oparte na rownosci
odpowiednich wysokosci w tréjkgtach KNM i NLM.

Pierwszy sposob z tej grupy rozwigzan wykorzystuje wysokos$¢ h trojkgta KNM
poprowadzong z wierzchotka M na podstawe KN. Jest ona jednoczesnie wysokoscig
trojkata NLM poprowadzong na przedtuzenie podstawy NL. Zatem stosunek pdl tréjkatéw
KNM i NLM jest réwny stosunkowi dlugosci odcinkéw KN i NL.

1
PAKNMZE'IKNl'h_|KN|

Panim % INL|-n VLI

Stosujgc twierdzenie o dwusiecznej w tréjkgcie KLM otrzymujemy ﬁ =1, €O konczy

dowdd. Ten sposob rozwigzania zilustrowano Przyktadem 2.
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Przyktad 2.
L o AACEIY

Wykaz, ze stosunek pola tréjkata KNM do pola tréjkata NLM jest réwny %.

BUNI : AINLM mg | opila g shptaey'e
hytha dligey |y e adl] M |
P o= AN b g
PaNeH =] INCL-h A
g a0 é(rv‘:mbl.f.ht.ﬂfﬂl- Lué/:tn

al bl el N
WN T INLL _T_’%mj_u -

CCAUNM BIUNE W) Pl
O NCM = INe S TN T R

enNU oy

Druga metoda rozwigzania zadania 21. z tej grupy wykorzystuje wysokosci opuszczone

z innego wspolnego wierzchotka trojkatow KNM i NLM, czyli z wierzchotka N.
Dwusieczna kata jest zbiorem punktéw rownoodlegtych od ramion tego kata. Punkt N lezy
na dwusiecznej kgta LMK . Oznacza to, ze odlegtosci punktu N od pétprostych MK i ML
sg rowne. Zatem wysokosci trojkatow KNM i NLM poprowadzone z wierzchotka N s3g
rowne. Oznaczmy te wysokosci przez d (jak na rysunku ponizej).
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1
Paknm 3 -a-d
PanNLM 1 .b-d

Ten spos6b rozmazanla ilustruje Przyktad 3.

Wtedy

b , Co konczy dowdd.

Przyktad 3.

K N L

. . a
Wykaz, ze stosunek pola trojkata KNM do pola trojkata NLM jest rowny . 1

Mr\/ ue,u agé wmat o oem mm c(,gp?)__ T
}mgc M/L«Jt’ M'JM Pr/ulucl /m/z/w7 (paféﬁﬂ/(o&c«
“od (wzg;’u'( M A LH ; o ormacea e

7-»J ol :7 [ | ‘ ‘ \4 \ \ \ | 7]

\,,r == : i I N EE- ‘ | - H

1 N 4.’]A th', == S Bt T i ¥h, T

| I &1 & I / — S bhg ||
Tokwn ERA R CRAEREEERED

R AREREENE PR ERUENE RN
muCLT NEREECEIIRCTNE TITIRR
R | f‘ 4 [‘/3/ EREEN LT M-

Wsréd maturzystow zdarzajg sie osoby poszukujgce wlasnych sposobow rozwigzania
problemu i prowadzgce bardziej ztozone, nieschematyczne rozumowanie. Przyktad 4.
ilustruje takie wiasnie rozwigzanie, z wykorzystaniem m.in. twierdzenia sinusow.
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Przyktad 4.
M
a b
K N L
7 g . a “
Wykaz, ze stosunek pola trojkata KNM do pola tréjkata NLM jest rowny B

0-1-2
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Strona 23z 35 Cu c'( 5

MMAD DA 100

Niezaleznie od zastosowanego sposobu rozwigzania zadania 21. zdecydowana wiekszo$¢
maturzystéw nie poradzita sobie z tym zadaniem, o czym Swiadczy niski poziom jego
wykonania. Stosunkowo liczng grupe stanowili zdajacy, ktérzy pomimo poczgtkowo dobrego
pomystu na rozwigzanie, nie osiggali w nim sukcesu — popetniali btedy, ktére wykluczaty
uzyskanie petnej punktacji, np. btednie zapisywali pola trojkgtow (Przyktad 5. i Przykfad 6.).
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Przyktad 5.

0-1-2
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Przyktad 6.
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Wsrod tegorocznych maturzystow byli rowniez tacy, ktorzy poprawnie rozpoczynali

rozumowanie, realizowali pierwszy etap rozwigzania, zapisujgc ﬁ =7 i na tym konczyli

rozwigzanie, btednie uznajgc, ze wykazali juz teze, poniewaz otrzymali stosunek %

(Przyktad 7.).

Przykiad 7.
2 Towdhens, o dw;,éca,ﬁp/n. laft. »

KL _H
(L (L

céiHs 0 M&)le; uﬁltailac/

Dos¢ liczna grupa zdajgcych podejmujgcych prébe rozwigzania zadania 21. btednie
interpretowata jego tres¢, przyjmujac, ze odcinek MN jest wysokoscig trojkatow KNM
i NLM (Przyktad 8.).

Przyktad 8.

K N' . L

Wykaz, ze stosunek pola tréjkata KNM do pola tréjkata NLM jest roéwny —Z—.

B fom &
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Niektoérzy zdajgcy przyjmowali, ze trojkgty KNM i NLM sg tréjkgtami réwnoramiennymi,
w ktorych |[KM| = |KN| oraz |NL| = |ML| (Przyktad 9.). Jeszcze inni przyjmowali, ze kat
LMK ma miare 90° (Przykiad 10.).

Przyktad 9.

K N L
Wykaz, ze stosunek pola trojkata KNM do pola tréjkata NLM jest rowny % 2
g /ML= 1 X kMY |

bosw | Voby hoisitely e L Teby $Cw)
LY A g m 7417}
P R VR 77 O B,V

Z \;(/v ] A Gate hilol?

,| , = é wiwno vonenl
AMC > A0« Siu r S
b muw > t-in [l i
: (A -
FIV/yL jél'ghqci Fﬂ/Ml/ ZG/L
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Przyktad 10.

Wykaz, ze stosunek pola tréjkata KNM do pola tréjkata NLM jest réwny %.

| EEEEE ] |
CIYH N L 2N Y NRL R

poone I SENM I NZN

A AL TNL NN
| EEE Nt meoc U
WA I 30,1

Czes¢ zdajacych bitednie zaktadata, ze dwusieczna kata LMK dzieli tréjkgt KLM na dwa
trojkaty o rownych polach i na tej podstawie probowata udowodnic¢ teze postawiong w tresci
zadania (Przyktad 11.).
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Przyktad 11.

24
M
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K ‘j( N e L
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Wykaz, e stosunek pola tréjkata KNM do pola tréjkata NLM jest réwny B
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Zadanie 22. okazato sie dla zdajgcych réwnie trudne jak zadanie 21. Byto to drugie z zadan
arkusza egzaminacyjnego, ktore osiggneto najnizszy poziom wykonania. Zadanie 22. to
zadanie z lukg otwartg, w ktérym nalezato uzupetnic¢ informacje o dtugoséci boku tréjkata.

Tres¢ zadania 22. brzmiata:

Zadanie 22. (0-1)
W okrag O o promieniu 9/3 wpisano tréjkat rownoboczny T.

Uzupetnij zdanie. Wpisz odpowiednia liczbe w wykropkowanym miejscu, aby zdanie
byto prawdziwe.

Bok tréjkata T ma dtugosc ......... )
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Oprocz odpowiedzi poprawnych (Przykfad 12.), czesto pojawiaty sie odpowiedzi wynikajgce
z btednej interpretacji zwigzku miedzy promieniem okregu opisanego na tréjkgcie
réwnobocznym a wysokoscig tego tréjkata (Przyktad 13.), miedzy promieniem okregu
opisanego na tréjkgcie réwnobocznym a dtugoscig jego boku (Przyktad 14.), a takze z braku
znajomosci zaleznosci miedzy wysokoscig a dlugoscig boku tréjkgta rownobocznego
(Przyktad 15.).

Przyktad 12.
Zadanie 22. (0-1)

W okrag O o promieniu 9v/3 wpisano tréjkat réwnoboczny T.

Uzupetnij zdanie. Wpisz odpowiednig liczbe w wykropkowanym miejscu, aby zdanie
bylo prawdziwe.

Bok trojkata T ma dtugosc /2./‘}' -

Brudnopis

W= =h V¥

S
YR =1 ‘
= fm@ﬁ

Przyktad 13.
Zadanie 22. (0-1)

W okrag O o promieniu 9+/3 wpisano tréjkat rownoboczny 7.

Uzupetnij zdanie. Wpisz odpowiednia liczbg w wykropkowanym miejscu, aby zdanie
byto prawdziwe.

Bok tréjkata T ma diugoéé .. D0.. .

Brudnopis

Iz AB(b

= el

18(» = Q |2
D6 (% - a@\(%
D750

Strona 28 z 107




Sprawozdanie za rok 2026

Przyktad 14.
Zadanie 22, (0-1)

byto prawdziwe.

Brudnopis

W okragg O o promieniu 93 wpisano tréjkat réwnoboczny T

Uzupetnij zdanie. Wpisz odpowiednig liczbge w wykropkowanym miejscu, aby zdanie

Bok tréjkgta T ma diugosé 6
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B
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Przyktad 15.
Zadanie 22, (0-1)

byto prawdziwe.

Brudnopis

W okrgg O o promieniu 93 wpisano tréjkat réwnoboczny T

Uzupetnij zdanie. Wpisz odpowiednig liczbg w wykropkowanym miejscu, aby zdanie

Bok tréjkgta 7 ma dtugosé 3@
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Ws$rédd zadan trudnych dla tegorocznych maturzystéw znalazto sie rowniez zadanie otwarte
rozszerzonej odpowiedzi — zadanie 14. (poziom wykonania 42%). Zadanie to badato
umiejetnos¢ stosowania i tworzenia strategii rozwigzania problemu (IV obszar wymagan
ogolnych). Rozwigzanie zadania 14. polegato na wyznaczeniu wzoru funkcji kwadratowe;j
w postaci ogélnej na podstawie pewnych informacji o tej funkcji. Niski poziom wykonania
tego zadania jest zaskakujgcy, poniewaz dotyczyto ono funkcji kwadratowej, czyli
zagadnienia czesto omawianego podczas nauki matematyki w szkole.

Tres¢ zadania 14. brzmiata:

Zadanie 14. (0-4)

W kartezjanskim ukiadzie wspoétrzednych (x,y) wykresem funkcji kwadratowej f jest
parabola o wierzchotku w punkcie W = (3,—2).

Funkcja kwadratowa g jest okreélona za pomoca funkcji f wzorem g(x) = f(x + 1).
Jednym z miejsc zerowych funkcji g jest liczba 0.

Wyznacz wzér funkcji f w postaci ogdélnej. Zapisz obliczenia.

Jedna z metod rozwigzania zadania 14. polegata na wykorzystaniu wspotrzednych
wierzchotka paraboli bedgcej wykresem funkcji f do zapisania jej wzoru w postaci
kanonicznej. Nastepnie, korzystajgc z informacji o miejscu zerowym funkcji g oraz
zaleznosci miedzy funkcjami f i g, mozna byto wyznaczy¢ miejsce zerowe funkgji f.
Majac miejsce zerowe funkgji f, wystarczyto podstawi¢ je do wzoru funkcji f w postaci
kanonicznej i obliczy¢ wspoétczynnik a. Nastepnie nalezato przeksztatci¢ wzor funkcji f

z postaci kanonicznej na posta¢ ogding. Rozwigzanie tg metodg przedstawiono
w Przyktadzie 16.
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Przyktad 16.
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Inny sposob rozwigzania tego zadania polegat na wykorzystaniu informacji o miejscu
zerowym funkcji g ijej zwigzku z funkcjg f do obliczenia miejsca zerowego funkcji f.
Dalej, wykorzystujgc wtasnosci funkcji kwadratowej, mozna byto wyznaczy¢ drugie miejsce
zerowe funkcji f. Nastepnie, korzystajgc z postaci iloczynowej funkcji kwadratowej oraz

z informacji o wspotrzednych wierzchotka paraboli bedgcej wykresem funkcji f, mozna byto
wyznaczy¢ wspotczynnik a we wzorze tej funkcji. Majgc ten wspoétczynnik, wystarczyto
podstawi¢ jego warto$¢ do wzoru funkcji f w postaci iloczynowej i przeksztatci¢ ten wzér do
postaci ogolnej. Taki sposob rozwigzania ilustruje Przyktad 17.
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Przyktad 17.
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Czesc¢ zdajacych rozwigzanie tego zadania rozpoczynata od wykorzystania informacji o tym,
ze wykres funkcji g powstaje w wyniku przesuniecia wykresu funkcji f o jedna jednostke
w lewo wzdtuz osi Ox. Na tej podstawie w wyniku przesuniecia punktu W = (3, —-2)
wyznaczali wspotrzedne wierzchotka paraboli bedgcej wykresem funkcji g. Nastepnie
korzystali z postaci kanonicznej funkcji kwadratowej oraz z informacji o miejscu zerowym
funkcji g iwyznaczali wspétczynnik a we wzorze funkcji g. W kolejnym

kroku, wykorzystujgc zalezno$¢ g(x) = f(x + 1) zapisywali wzér funkcji f w postaci
kanonicznej i po przeksztatceniu uzyskiwali wzor funkcji f w postaci ogolnej. Te metode
rozwigzania ilustruje Przyktad 18.

Przyktad 18.
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Sposobow podejscia do rozwigzania problemu postawionego w tym zadaniu jest wiecej, co
pokazujg Przykfady 19., 20. i 21.

Prz_ﬂ(_l_ad 19.
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Przyktad 21.
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Niski poziom wykonania tego zadania wynika réwniez z tego, ze wielu zdajgcych miato
problem z poprawnym wykorzystaniem zwigzku miedzy funkcjami f oraz g. Cze$é
zdajgcych biednie identyfikowata miejsca zerowe funkcji f (Przyktad 22.) albo wierzchotek
paraboli bedgcej wykresem funkcji g (Przyktad 23.).

Przyktad 22.
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Przyktad 23.
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W3$rdd rozwigzan pojawiaty sie rowniez takie, w ktorych zdajgcy zapisywali poprawne zwigzki
i zaleznosci, jednak nie potrafili doprowadzi¢ rozwigzania do kohca bez popetniania btedéw
(Przyktad 24. i Przyktad 25.).

Przykiad 24.
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Przyklaq 25.
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Niski poziom wykonania tego zadania moze wynikac z faktu, ze cze$¢ maturzystow miata
trudnosci z poprawng analizg tresci zadania i interpretacjg podanych w niej warunkow.
Pomimo poprawnego rozpoczecia rozwigzywania zadania cze$¢ zdajgcych miata problem
z wykorzystaniem wszystkich istotnych informacji zawartych w jego tresci (Przyktad 26.).

Przyktad 26.
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Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najlepiej

Sposréd zadan tworzgcych arkusz obowigzkowego egzaminu maturalnego z matematyki na
poziomie podstawowym w maju 2026 roku dla tegorocznych maturzystow najtatwiejszymi
okazaly sie te, ktore sprawdzaty nastepujgce umiejetnosci:

e zastosowania wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego
e przeksztatcania rownania i nieréwnosci w sposob réwnowazny, w tym np. przeksztatcania

. .. , . 5 x+3
rownowaznie rownania — =
x+1 2x—-1

e zastosowania wlasnosci katéw wpisanych i srodkowych
o wykorzystania wtasno$ci potegowania i pierwiastkowania w sytuacjach praktycznych,
w tym do obliczania procentéw sktadanych, zyskow z lokat i kosztow kredytow.

Umiejetnosci te byty badane w zadaniach zamknietych. Ich rozwigzanie wymagato
znajomosci podstawowych poje¢ matematycznych i wlasnosci rozwazanych obiektéw oraz
wykonania elementarnych obliczen.

Najwyzszy poziom wykonania wsrdd zadan arkusza maturalnego z matematyki na poziomie
podstawowym odnotowano dla zadania zamknietego nr 16, w ktoérym nalezato wykorzystac¢
wzér na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego do wyznaczenia dziewigtego wyrazu tego ciggu
przy podanych wyrazach pierwszym i pigtym. Zdecydowana wiekszos¢ zdajgcych poprawnie
rozwigzata to zadanie (poziom wykonania 87%).

Tak samo (poziom wykonania 87%) tegoroczni maturzys$ci poradzili sobie z zadaniem
zamknietym nr 9, w ktérym wskazanie poprawnej odpowiedzi wymagato poprawnego
rozwigzania prostego rownania wymiernego. Na stosunkowo wysoki poziom wykonania tego
zadania mogta wptyng¢ mozliwos¢é wykorzystania odpowiedzi podanych w zadaniu. Zdajgcy
mogli, podstawiajgc kolejno wskazane wartosci, zweryfikowaé, ktora z nich jest
rozwigzaniem rownania.

Podobny poziom wykonania (86%) odnotowano dla zadania nr 19. Aby rozwigzaé to zadanie,
maturzysci musieli wykorzysta¢ zwigzek miedzy miarg kata wpisanego i kata Srodkowego
(opartych na tym samym tuku okregu) do obliczenia miary kata ostrego, stanowigcego czes¢
kata srodkowego. Do zadania dotgczony byt rysunek, dzieki ktdremu obliczenie szukanej
miary kata okazato sie dla zdajgcych stosunkowo fatwg czynnoscia.

Niewiele nizszy poziom wykonania (85%) odnotowano dla zadania zamknietego nr 2.

W zadaniu tym zdajgcy musieli obliczy¢ tgczng warto$¢ naliczonych odsetek uzyskanych po
dwdch latach oszczedzania na lokacie bankowej oprocentowanej w wysokosci 6% w skali
roku, przy czym odsetki byty naliczane zgodnie z zasadg procentu sktadanego.

Wsrod zadan otwartych najtatwiejszymi dla tegorocznych maturzystow byty zadania krotkiej
odpowiedzi nr 10 i 30.

Pierwsze z nich osiggneto poziom wykonania 73% i sprawdzato umiejetnos¢ rozwigzywania
nierownosci kwadratowej. Rozwigzujgc to zadanie, zdajgcy najczesciej stosowali algorytm
polegajacy w pierwszym etapie na wyznaczeniu wyrdznika trojmianu kwadratowego i jego
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pierwiastkow, a nastepnie na szkicowaniu paraboli i odczytywaniu z niej zbioru rozwigzan
nierownosci kwadratowej. Podobnie jak w latach poprzednich, cze$¢ rozwigzujgcych to
zadanie poprawnie zrealizowata tylko pierwszy etap i na tym poprzestawata. Ci, ktorzy
podjeli prébe podania zbioru rozwigzan nierdwnosci kwadratowej, czesto btednie
interpretowali zwrot nieréwnosci, czego skutkiem byto podanie btednego zbioru rozwigzan.
W osiggnieciu petnego sukcesu przy rozwigzywaniu tego zadania tegorocznym maturzystom
czesto przeszkadzaty rowniez btedy rachunkowe popetniane przy przeksztatcaniu
nierownosci lub przy obliczaniu pierwiastkéw trojmianu kwadratowego.

Zadanie nr 30 (poziom wykonania 67%) wymagato zastosowania klasycznej definicji
prawdopodobiehAstwa. W zadaniu opisane bylo doswiadczenie losowe polegajgce na
losowaniu po jednej cyfrze z dwéch réznych zbioréw i tworzeniu z nich liczb dwucyfrowych.
Nalezato obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A, polegajgcego na tym, ze otrzymana
liczba dwucyfrowa bedzie podzielna przez 6.

Rozwigzujgc zadanie 30., zdajgcy najczesciej wypisywali wszystkie mozliwe zdarzenia
elementarne (w formie tabeli lub zbioru), a nastepnie sprawdzali, ktére z nich spetniajg
warunki okreslone w tresci zadania. W kolejnym kroku zliczali te elementy i stosowali
klasyczng definicje prawdopodobienstwa do wyznaczenia szukanej wartosci. W przypadku
czesci maturzystow trudnosé nie wynikata z braku umiejetnosci obliczania
prawdopodobienstwa, lecz z niewystarczajgcej sprawnosci rachunkowej. Wyznaczajac liczbe
zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu opisanemu w tresci zadania, zdajgcy nie potrafili poprawnie
wskazac i zliczy¢ wszystkich liczb podzielnych przez 6 sposrod wszystkich poprawnie
wypisanych liczb otrzymanych w wyniku doswiadczenia losowego podanego w tresci
zadania.

Na podstawie analizy wskaznikdw poziomu wykonania poszczegolnych zadan arkusza
egzaminacyjnego z matematyki na poziomie podstawowym fatwo zauwazy¢, ze — podobnie
jak w latach poprzednich — maturzysci najlepiej poradzili sobie gtéwnie z rozwigzaniem
zadan zamknietych, ktore dotyczyly zastosowania elementarnych poje¢ oraz wykorzystania
wiasnosci obiektow matematycznych w sytuacjach prostych i typowych. Natomiast zadania
otwarte, ktorych rozwigzanie wymagato zaplanowania strategii, byty dla tegorocznych
maturzystéw trudne lub umiarkowanie trudne.
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Analiza jakosciowa zadan — poziom rozszerzony
Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Podobnie jak w roku ubiegtym, poziom wykonalnosci trzech najtrudniejszych zadan
egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym okazat sie mniejszy

od 20%. Zadania te badajg umiejetnosci z zakresu I, 11l i IV wymagania ogdlnego, a wiec
Wykorzystania i tworzenia informacji, Wykorzystania i interpretowania reprezentacji oraz
Rozumowania i argumentacji.

Ponizej przeanalizujemy trzy najtrudniejsze zadania i przyjrzymy sie najczestszym sposobom
ich rozwigzania oraz btedom, jakie popetniali zdajacy.

Dla tegorocznych maturzystéw najtrudniejszym zadaniem okazato sie zadanie 12.1, ktérego
poziom wykonania wyniost 21%. Zadanie to osadzone byto w kontekscie praktycznym —
nalezato rozwazy¢ kwietnik o ksztatcie tréjkgta rwnoramiennego opisanego na okregu
o danej srednicy 4 metréw — brzegu fontanny, przy czym diugos¢ podstawy x tréjkgta nie
mogta przekroczy¢ 10 metrow. Zdajgcy mieli za zadanie wykazadé, ze pole P kwietnika,

2x3
x2-16'
Sformutowanie polecenia tego zadania rozpoczynajgce sie od wyrazu Wykaz wskazuje, ze
zadanie to bada umiejetnosci z zakresu Rozumowania i argumentacji. Zadania na
dowodzenie zazwyczaj zaliczajg sie do najtrudniejszych zadan egzaminu z matematyki.
Konstrukcja tego zadania utatwia jednak jego rozwigzanie, gdyz umozliwia zdajgcemu
weryfikacje otrzymanej zaleznosci. W istocie wiec zadanie to bada umiejetnosci z zakresu
Il wymagania ogdélnego — Wykorzystania i tworzenia informacji. Wymagania szczegétowe
badane w tym zadaniu obejmujg umiejetnosci z zakresu planimetrii. Ci zdajacy, ktorzy
poradzili sobie z tym zadaniem, najczesciej wykorzystywali twierdzenie Pitagorasa,
zauwazali odpowiednie trojkaty podobne, skad otrzymywali potrzebne zaleznosSci; czesto
stosowali tez twierdzenie o odcinkach stycznych oraz wzér na pole trojkata z promieniem
okregu wpisanego w ten trojkat.
Ponizsze przyktady: 1R, 2R i 3R przedstawiajg petne rozwigzania tego zadania.

wyrazone w metrach kwadratowych, w zaleznosci od x jest okreslone wzorem P(x) =

Przykiad 1R.
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Poprawne narysowanie promienia okregu wpisanego w trojkat poprowadzonego do ramienia
tego trojkata to kluczowy element tego rozwigzania. Autor tego rozwigzania mégt w ten
sposob wykorzystac twierdzenie o odcinkach stycznych — zaznaczyt na ramieniu odcinek

o dtugosci g i zastosowat dwukrotnie twierdzenie Pitagorasa. Stad zdajgcy otrzymat dwa

2 2
rownania: (a — g) + 22 = (h—2)% oraz h? + G) = a? z trzema zmiennymi a, x oraz h.

Pozostato tylko z tego uktadu wyznaczy¢ wielkoS¢ h w zaleznosci od x, a wiec wyrugowac
4x?

zmienng a, co zdajacy wykonat, uzyskujac h = PR

W ostatnim etapie tego rozwigzania

2

zdajacy podstawit we wzorze P = %xh na pole trojkgta wyrazenie A

>—— W miejsce h
x“—16
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i otrzymat zgdany wzor funkcji P zmiennej x. Analizujgc to rozwigzanie, warto zwrdci¢ uwage
z jednej strony na minimalny zestaw wykorzystanych narzedzi — twierdzenie o odcinkach
stycznych i twierdzenie Pitagorasa, z drugiej strony na precyzje autora tego rozwigzania,

w ktorym kazde przejscie, ktére wymagato uzasadnienia, zostato opatrzone stosownym
takim wyjasnieniem. Newralgiczny moment tego rozwigzania to przeksztatcenie otrzymane;j

2 2
réwnosci h? + % —x /hz + xrz + x: + 4 = h? — 4h + 4. Zdajacy zapisat te rowno$é w postaci

rbwnowaznej x /hz + xrz =4h + X; a nastepnie podniést obie jej strony do kwadratu,

uzasadniajgc, ze moze to zrobi¢, gdyz obie strony sg dodatnie. Na koniec zostata tez
wyznaczona dziedzina funkcji P.

Przyktad 2R.
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Przyktad 2R reprezentuje inny sposob rozwigzania. Rowniez tu kluczowym elementem

rozwigzania jest poprowadzenie promienia okregu wpisanego w trojkat prostopadtego do

ramienia tego trojkata. Autor tego rozwigzania wykorzystat najpierw twierdzenie o odcinkach
1

stycznych, a nastepnie zapisat proporcje % = % wynikajgcg z podobienstwa trojkgtow.

Wykorzystujgc z jednej strony wzér na pole trojkata z promieniem okregu wpisanego

w trojkat, a z drugiej tradycyjny wzor na pole tréjkata, autor tego rozwigzania otrzymat

kolejno: najpierw rownosc P, = 2x + 2y, a dalej, z rownosci 2x + 2y = %xh, otrzymat

h= @. Teraz wykorzystat zapisang na poczatku proporcje i w efekcie otrzymat zaleznosc

16x
x2—-4"

2 W o ~ e .
;=B miedzy wielkosciami x i y. Stad wyznaczyt y = Ta rownos¢ oraz wczesniej
X

zapisany wzor Py = 2x + 2y na pole trojkata pozwolity otrzymac zdajgcemu teze.
W rozwigzaniu tym zdajgcy w ogole nie wykorzystat twierdzenia Pitagorasa, co pozwolito
zdajgcemu unikng¢ trudnosci rachunkowych, jakie miat autor poprzedniego rozwigzania.

Przyktad 3R ilustruje grupe rozwigzan opartych gtéwnie na podobienstwie trojkgtow.
Oczywiscie wykorzystanie tréjkgtow podobnych wymaga wczesniejszego narysowania
promienia okregu wpisanego w trojkat prostopadtego do ramienia tego tréjkata, tak jak to
miato miejsce w poprzednio analizowanych rozwigzaniach. Zdajacy z przykfadu 3R poza
wykorzystaniem réwnosci odcinkoéw stycznych, wykorzystat jedynie podobienstwo trojkatéw,
1-Z _
skad otrzymat dwie proporcje: 72 = % [ % =4
2
wiec, podobnie jak w rozwigzaniu z przykfadu 1R, wyznaczyé h w zaleznosci od x, rugujac
(h=2)x

z trzema zmiennymi [, x oraz h. Pozostaje

NTRY|

zmienng l. Z drugiej proporcji zdajgcy otrzymat [ = . Stad i z pierwszej proporcji dostat
(h—z)x_f
zaleznosé 42 2 = % w ktorej zmienna [ juz nie wystepuje. Po nietrudnych rachunkach
2
4x?
x2-16

zdajacy otrzymat h = . W ostatnim etapie tego rozwigzania, ktory znajduje sie tuz pod

rysunkiem, a wiec na poczatku rozwigzania, zdajgcy podstawit we wzorze P = %xh wielkos¢

4x?

x2-16

w miejsce h, skad otrzymat teze. W koncowym etapie widoczna jest tez usterka.

Przyktad 3R.
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Kolejng grupe rozwigzan stanowig rozwigzania, w ktérych zdajgcy stosowali funkcje
trygonometryczne. Sposéb rozwigzania oparty na trygonometrii wystepowat wsréd prac
znacznie rzadziej niz sposoby opisane wczesniej. Przyktad 4R ilustruje rozwigzanie,

w ktérym zdajgcy wykorzystat wzor na tangens podwojonego kata.

Przyktad 4R.
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Zdajgcy wykorzystat fakt, ze srodek okregu wpisanego w trojkat to punkt przeciecia

dwusiecznych katéw wewnetrznych tego trojkata, oznaczyt literg a potowe kata miedzy

ramieniem trojkata i jego podstawa, obliczyt kolejno tga = % oraz tg2a = % a nastepnie,

wykorzystujgc wzor na tangens podwojonego kata, wyznaczyt wysokos¢ h trojkata

w zaleznosci od diugosci x jego podstawy: h = #. Stad i ze wzoru na pole trojkata
1-(*

otrzymat teze. Warto zwréci¢ uwage, ze w tym rozwigzaniu — w przeciwiehnstwie do

wszystkich omawianych wczesniej — narysowanie promienia okregu wpisanego w trojkat

tgczacego srodek trojkata z jego ramieniem nie byto konieczne. Wtasnosc¢ te zastepuje tu

w istocie fakt, Zze srodek okregu wpisanego w trojkat, czyli punkt przeciecia dwusiecznych

katow wewnetrznych trojkata, jest rowno oddalony od wszystkich jego bokow.

Zdajacy z kolejnego przyktadu 5R wykorzystat zaréwno funkcje trygonometryczne jak

i promien okregu prostopadty do ramienia trojkata.

Przyktad 5R.
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Zdajgcy wyznaczyt najpierw miare kata BCD (oznaczenia takie jak w rozwigzaniu)
w zaleznosci od a — potowy miary kata miedzy ramieniem i podstawg trojkgta ABC.

Wykorzystujgc tréjkaty prostokatne CSE i BSD zdajgcy wyznaczyt sin(90° — 2a) = é oraz

tga = % Kolejne dwa kroki rozwigzania to wykorzystanie trygonometrii: wzoru redukcyjnego

2

na sin(90° — ¢) oraz wzoru na cosinus kata w zaleznosci od tangensa potowy tego kata.

Warto nadmienié, ze wzér ten jest rzadko uzywany. Stad zdajgcy otrzymat, podobnie jak
4x?
x2-16

w rozwigzaniu z przyktadu poprzedniego, zaleznos¢ h = Ta zalezno$¢ wraz ze wzorem
na pole trojkata prowadzi juz bezposrednio do tezy.

Przytoczone przyktady rozwigzan nie wyczerpujg wszystkich metod rozwigzania tego
zadania, jakie zademonstrowali tegoroczni maturzysci. Rozwigzanie z przykfadu 6R jest

ilustracjg udanej realizacji jednego z takich nietypowych pomystow.

Przyktad 6R.
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Istotg tego sposobu rozwigzania jest wykorzystanie twierdzenia o wysokosci trapezu
réwnoramiennego opisanego na okregu. Ta wysokos¢ jest srednig geometryczng dtugosci
podstaw tego trapezu. Stgd autor rozwigzania otrzymat réwnos$¢ 4 = ,/xy, gdzie y oznacza
dtugos¢ krétszej podstawy trapezu opisanego na okregu o promieniu 2. Z tej rownosci

. N . . y 16
zdajgcy wyznaczyt potowe dtugosci krotszej podstawy trapezu: 2 =50 CO wykorzystat do

wyznaczenia k = ’IC—Z — skali podobienstwa trojkgta prostokgtnego BSC do trojkata EDC

(oznaczenia takie, jak w rozwigzaniu). Dalej zdajgcy zapisat, ze skala ta jest rowna Pt skad
4x?
x2-16
otrzymat teze. Nalezy nadmienic¢, ze znajomos¢ twierdzenia o wysokosci trapezu

réwnoramiennego opisanego na okregu nie jest powszechna.

po prostych przeksztatceniach otrzymat h =

Stad i ze wzoru na pole trojkata zdajgcy

Przedstawione powyzej przyktady rozwigzan nalezg do waskiej grupy petnych rozwigzan
tego zadania. Liczniejsza byta grupa rozwigzanh ocenionych na 2 punkty z 3 mozliwych do
uzyskania. Jeszcze liczniejszg grupe stanowity rozwigzania ocenione na 1 punkt,

a wiekszos¢ zdajgcych nie uzyskata zadnego punktu za rozwigzanie tego zadania.
Przyjrzymy sie teraz przyktadom z tych grup rozwigzan.

Zdajacy otrzymywat 2 punkty za rozwigzanie tego zadania najczesciej w sytuacji, gdy spenit
dowolne kryterium za 1 punkt oraz zapisat uktad co najwyzej trzech rownan niezaleznych
pozwalajgcych wyznaczy¢ wysokosé h trojkata rownoramiennego opuszczong na jego
podstawe w zaleznosci od dtugosci x tej podstawy. Wsrod tych réwnan najczesciej pojawiata

2
sie zalezno$¢ h? + (’2—‘) = b? miedzy wysokos$cig h tréjkata, dlugoscig b ramienia oraz

dtugoscig x jego postawy wynikajgca z twierdzenia Pitagorasa. Zapisanie tej zaleznosci byto
tez najczestszg przestankg spetnienia przez zdajgcego kryterium za 1 punkt.
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Wsrdd rozwigzan, ktérych egzaminatorzy nie mogli uznac za petne, a w efekcie przyznawali
za te rozwigzania 2 punkty, byly takie, w ktérych zdajgcy popetniali btedy rachunkowe, choé
Z rozwigzania mozna byto wywnioskowac, ze zdajgcy realizuje catg strategie rozwigzania.
Przyktad 7R przedstawia takie rozwigzanie.

Przyktad 7R.
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Przedstawiony tu sposéb rozwigzania nie pokrywa sie z zadnym z zaprezentowanych
wczesniej. Zdajgcy wykorzystat dwa wzory na pole trojkata: wzér z promieniem okregu
wpisanego w trojkat oraz wzér Herona. Oba wzory wykorzystat poprawnie i w efekcie

otrzymat P = 2y + 2x oraz P =\/(x+y)(x+y—x)(x+y—y—%x)(x+y—y—%x).
Upraszczajac drugi z tych wzordw, popetnit dwukrotnie ten sam btgd rachunkowy, piszgc
- %x zamiast %x. W wyniku tych bteddéw otrzymat zgdang posta¢ wzoru P = /%xzy(x + ).

Dalej zdajgcy, przyréownujgc prawe strony otrzymanych wzordéw, poprawnie uzaleznit
zmienng y od zmiennej x i zapisat y = _1+xixz . Stad i z pierwszego wzoru na pole trojkata

16

1
X—X+—X

3
otrzymat poprawny wzor P(x) = 2 <foz> ktéry btednie uproscit do postaci
16

o 2x3
P(x) = 16—x2
Znacznie czesciej rozwigzania ocenione na 2 punkty konczyty sie na zapisaniu zaleznosci
miedzy wielkosciami h i x, z ktorej zdajacy nie potrafili wyznaczy¢ wielkosci h jako funkcji
zmiennej x. Przyktad 8R jest dobrg ilustracjg takiej sytuaciji.

réznigcej sie od wtasciwej znakiem.

Przyktad 8R.
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Rozwigzanie rozpoczyna sie od narysowania promienia EK okregu wpisanego w trojkat

i zaznaczenia, ze ten promien jest prostopadty do boku trojkata. Zdajgcy dos¢ nietypowo
oznaczyt dlugo$¢ odcinka CE przez h + 2; w rezultacie wysokos¢ CD tréjkata ABC jest
réwna h + 4. Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkgta CKE otrzymat rownanie

y? = h? + 4h z dwiema niewiadomymi y i h. Kolejne otrzymane réwnanie y g = 2h + 8 (tym

razem z trzema niewiadomymi x, y oraz h) wynika z podobienstwa trojkatéw CKE i CDA.
4h+16

x )
pozwolito zdajacemu zapisac¢ poprawng zaleznos¢ miedzy wielkosciami h oraz x. W ostatnim
etapie rozwigzania zdajgcy poprawnie przeksztalcit otrzymang zaleznos¢ do postaci
rownania kwadratowego h?(x? — 16) + h(4x? — 128) — 256 = 0 z niewiadomg

h i parametrem x. Tego rownania zdajacy jednak juz nie rozwigzat. Gdyby to zrobit,

Z tego rownania zdajgcy wyznaczyt y = CO wraz z pierwszym zapisanym réwnaniem

otrzymatby dwa rozwigzania: h = % oraz h = —4, z ktérych drugie jest sprzeczne. Teraz

ozostatoby jedynie obliczyé h + 4 = —*— + 4 = <
poz y jedynie obliczy = td=—

Mozna zauwazy¢, ze trudnosci rachunkowe, jakie zdajgcy napotkat w ostatnim etapie tego
rozwigzania, sg efektem przyjecia przez niego wielkoéci h + 4 jako wysokoséci CD

trojkata ABC. Gdyby zdajgcy przyjat, ze wysokos¢ ta jest rowna h, wowczas, realizujgc te
same kroki rozwigzania, otrzymatby rownanie kwadratowe niepetne h?(x? — 16) —h - 4x? = 0
z niewiadoma h. Jednym z rozwigzan tego réwnania jest liczba 0, wiec wyznaczenie h jako
funkcji zmiennej x jest wtedy znacznie prostsze.

Przyktad 9R jest z kolei ilustracjg rozwigzania, w ktérym zdajgcy realizowat strategie
rozwigzania zadania, ale przeszkodg w petnej jej realizacji okazat sie btgd rachunkowy.

Przyktad 9R.
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C Lﬁ * |z, POCLO@\Q\'{S\'W'&, 2\

(h2) _ Z miedzy wielkosciami k i x, wynikajaca
/h2+§x2 2
Z podobienstwa tréjkatow CAB i CDO, wystarczy, aby ocenic to rozwigzanie na 2 punkty.
Z rozwigzania wynika, ze zdajgcy dgzy do wyznaczenia h w zalezno$ci od x. W tym celu

przeksztatcit otrzymane réwnanie do postaci rbwnowaznej v4h? + x? = %x(h — 2), izolujgc

pierwiastek. Podnoszgc obie strony tego réwnania do kwadratu, zdajgcy popeit bigd — po
prawej stronie réwnania zapisat x zamiast x2. W efekcie tego btedu otrzymat réwnanie

Otrzymana przez zdajgcego zaleznosé¢

4h% + x? = %x(h — 2)?, z ktoérego nie mogt juz poprawnie wyznaczy¢ h w zaleznosci od x.

Zdajacy, ktoérego rozwigzanie prezentujemy w przyktadzie 10R, podjat probe rozwigzania
zadania opartg — podobnie jak rozwigzania z przyktadéw 4R i 5R — o funkcje
trygonometryczne kata miedzy ramieniem tréjkata i jego podstawg oraz potowy tego kata.

Przyktad 10R.
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W pierwszym kroku rozwigzania zdajgcy wyrazit pole trojkata w zaleznosci od x oraz
dtugosci b ramienia tego trojkata: Py,pc = x + 2b. Podjat probe wykorzystania wzoru na
tangens podwojonego kata 2« i wyrazit ten tangens za pomocg tangensa kata «a, przy czym,
obliczajgc wczeséniej tangens kata a, popemit btgd rachunkowy. Te prébe jednak porzucit.
Doszedt by¢ moze do wniosku, ze musiatby uzalezni¢ tangens kata 2a od wysokosci trojkata
i w ten sposob musiatby rozpatrywac kolejne zaleznosci. Zdecydowat sie wykorzystac sinus

kata a. Zapisat sina = 2 a nastepnie wyrazit ten sinus za pomoca wielkos$ci x, wigzac

2
wielkosci x i a rownaniem a? = 4 + x: wynikajgcym z twierdzenia Pitagorasa. W ten sposob
2
Vie+x?’

kata, wykorzystat wyznaczony wczesniej sinus kata a i w efekcie wyznaczyt
32
16+x2°

otrzymat sina = 2 - W nastepnym kroku zastosowat wzor na cosinus podwojonego

cos2a=1-— Tu zdajgcy popetnit ewidentng omytke pisarskg — zapisat cos 2x zamiast

X

cos 2a. Ta zalezno$¢ wraz z zapisang rownoscig cos 2a = % doprowadzita zdajgcego do

ORE
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wyznaczenia wielkosci b w zaleznosci od x. W tym miejscu zdajgcy popetnit btad i zapisat

1 . 32 . T .
b= ’Z—c: - zamiast b = %: (1 - 16+x2). Ten biad rachunkowy uniemozliwit uzyskanie

poprawnej zaleznosci miedzy wielkosciami b i x, a w efekcie wykazanie tezy.

Przyktady 11R oraz 12R ilustrujg te grupe rozwigzan, w ktorych zdajgcy spetnili jedynie
kryterium umozliwiajgce przyznanie za rozwigzanie 1 punktu.

Przyktad 11R.

as?l ~ laocB . (kkg)

< I 4 e,
belEm 2% =50 T

¥

=7

x-l’Z\ — L) . :S
PeN g 2R Pt G

Autor rozwigzania z przyktadu 11R sporzadzit czytelny rysunek z poprowadzonymi
promieniami okregu do punktow stycznosci tego okregu z ramionami trojkata, oznaczyt na
rysunku wszystkie istotne punkty, poprawnie wywnioskowat, ze tréjkaty SPC i BOC sg
podobne, odwotujgc sie do cechy kkk, a takze wyznaczyt skale podobiehstwa tych trojkgtow:

k= %. Wykorzystujgc te skale, zapisat poprawny zwiazek% = % miedzy wysokoscig h trojkata
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ABC, dlugo$cig | odcinka CQ oraz dlugoscig x podstawy trojkata ABC. Nastepnie dwukrotnie
wykorzystat definicje tangensa kata ostrego w tréjkacie prostokagtnym (raz dla tréjkata
CQSirazdla trojkgta CA0): tg(90° — a) = % oraz tg(90° — a) = % Stad otrzymat proporcje

; = % ktora jest tg samg proporcjg, ktérg zdajgcy wyznaczyt wczesniej. Jedyna roznica
polega na tym, ze tym razem wysokos¢ CD trojkata ABC zdajgcy oznaczyt wielka literg H,

a nie matg, jak poprzednio. W dalszej czesci swojego rozwigzania popeit btad rzeczowy,
zapisujac sina = % Na koniec zdajgcy probowat jeszcze wykorzystaé wzor na pole tréjkata
Z promieniem okregu wpisanego, ale we wzorze tym wykorzystat btednie wyznaczong

dtugosc [. W przedstawionym rozwigzaniu nie mozna dopatrzy¢ sie strategii catego
rozwigzania, cho¢ poczgtkowy etap rozwigzania jest poprawny i obiecujgcy.

W przyktadzie 12R zdajgcy poprowadzit wysokosé trojkgta rownoramiennego, wykorzystat
fakt, ze spodek tej wysokosci jest srodkiem podstawy trojkata i wykorzystujgc twierdzenie

Pitagorasa, zapisat réwnanie H? + XTZ = a?. Tym sposobem spetnit kryterium za 1 punkt.

Przykfad 12R.

< Lo |
)C\ /f\\ H]Jv %1 O\L

) Y Xl)
M= o
! —=\ =t
. L ' X
& M= a5

Wykonalnos¢ tego zadania na poziomie 16% oznacza, ze ponad potowa maturzystéw
przystepujgcych do poziomu rozszerzonego nie uzyskata zadnego punktu za rozwigzanie
tego zadania. Te grupe zdajgcych nalezy podzieli¢ na stosunkowo liczng grupg zdajgcych,
ktérzy nie podjeli proby rozwigzania tego zadania oraz tych, ktorzy co prawda podjeli prébe
rozwigzania, ale popetnione przez nich btedy — gtéwnie nierachunkowe — uniemozliwiaty
przyznanie punktu. Rozwigzanie z przykfadu 13R ilustruje takg wtasnie sytuacje.

Przyktad 13R.
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Wsrod rozwigzan absolwentow zdajgcych tegoroczny egzamin na poziomie rozszerzonym
pojawity sie takie rozwigzania, w ktérych zdajgcy btednie przyjmowali, ze promien okregu
wpisanego w trojkat jest rowny 4 a nie 2. Liczba takich rozwigzan nie byta duza, ale byta
zauwazalna. By¢ moze powodem tego byto nieuwazne przeczytanie informacji podanej do
zadania 12., a wiec do wigzki zadan 12.1i 12.2. W opisie tym zdajgcy mogt przeczyta¢ m.in.:
Na tym kwietniku ma znajdowac sie fontanna w ksztatcie kota o srednicy 4 metrow, ktore ma

byc styczne do kazdego z bokdw trojkgtnego kwietnika (zobacz rysunek).

Trudno podejrzewac, ze absolwent szkoty sredniej nie rozréznia srednicy okregu od jego
promienia. Bardziej prawdopodobnie jest to, ze czytajgc Srednicy ,widziat” stowo promieniu.

Rozwigzanie z przyktadu 14R jest ilustracjg takiej sytuaciji.

Przykiad 14R.
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Drugim najtrudniejszym zadaniem tegorocznego egzaminu na poziomie rozszerzonym okazato
sie zadanie 10. Poziom wykonania tego zadania jest réwny 23%. Zadanie to bada umiejetnoéci
z obszaru Wykorzystania i interpretowania reprezentacji, natomiast wymaganie szczegétowe
to analiza funkcji kwadratowej z parametrem. Konstrukcyjnie jest to zadanie rozszerzone;j
odpowiedzi, punktowane w skali 0-5 punktéw. Funkcja, ktdra byta przedmiotem analizy,
okreslona jest wzorem f(x) = m?x? — 2mx — m + 1 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Zatozenie
m # 0 zapisane zostato w tresci zadania. Zadaniem rozwigzujacego bylo wyznaczenie
wszystkich wartosci rzeczywistych parametru m, dla ktérych funkcja f ma dwa miejsca zerowe
nalezgce do przedziatu (-2, 2).

Sposoby rozwigzania tego zadania mozna podzieli¢ na trzy gtéwne grupy. Pierwsza obejmuje
rozwigzania oparte na analizie potozenia wykresu funkgcji f. Drugg grupe stanowig te
rozwigzania, w ktorych zdajgcy przeksztatcali narzucone w zadaniu warunki w sposob
réwnowazny tak, zeby mozna bylo zastosowa¢ wzory Viéte’a na sume i iloczyn pierwiastkéw
tréjmianu kwadratowego. Trzecig grupe stanowity te rozwigzania, w ktorych zdajgcy wyznaczali
miejsca zerowe funkcji f w zaleznosci od parametru m i na tej podstawie zapisywali narzucone
w zadaniu warunki w postaci nierownosci z niewiadomg m.

Pierwszg grupe ilustruje petne rozwigzanie z przyktadu 15R.

Przykfad 15R.
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Warunki wynikajgce wprost z polecenia zadania zdajgcy zapisat w postaci rownowaznego
uktadu warunkoéw oznaczonych w tym rozwigzaniu jako 1°, 2°, 3°, 4° i 5°. Warunek
oznaczony jako 1° to warunek konieczny tego, zeby funkcja f byta kwadratowa. Zdajgcy
zapisat, ze warunek ten zachodzi gdy m # 0, co z kolei jest zatozeniem podanym w tresci
zadania. Niewielkg lukg w tym rozwigzaniu jest pominiecie stwierdzenia, ze wspotczynnik
wiodgcy m? funkgcji f jest dodatni przy podanym zatozeniu m # 0. Zdajgcy przyjat ten fakt za
oczywisty i dlatego naszkicowat parabole o ramionach skierowanych do géry. Warunek
istnienia dwoch miejsc zerowych funkcji zdajgcy zapisat w postaci tradycyjnej nieréwnosci
A > 0, skad otrzymat nieréwnos¢ 4m3 > 0, a nastepnie wszystkie jej rozwigzania
m € (0,+). Warunek nalezenia miejsc zerowych x, i x, do przedziatu (-2, 2) jest, przy
zatozeniu istnienia tych miejsc zerowych, rownowazny koniunkcji warunkéw 3°, 4° i 5°, ktére
zdajgcy zapisat w postaci nierébwnosci z jedng niewiadomg m:
m2-(=2)2=2m-(-2)—-m+1>0,m?-22—2m-2—-m+1>0, —2<$<2
Kazda z otrzymanych nierownosci zdajgcy rozwigzat poprawnie. Takze poprawnie wyznaczyt
iloczyn otrzymanych zbioréw rozwigzan poszczegdélnych nieréwnosci z warunkéw 1° — 5°.
Zaprezentowane rozwigzanie Swiadczy o dobrym opanowaniu przez zdajgcego umiejetnosci
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rozwigzywania nierbwnosci wymiernych z jedng niewiadomag. Analizujgc to rozwigzanie, mozna
zauwazyc, ze zdajgcy poczagtkowo przeoczyt warunek A > 0, czyli warunek 2°. Zorientowat sie
dopiero po rozwigzaniu wszystkich pozostatych warunkow. Gdyby warunek ten rozwigzat

wczesniej, to wtedy nieréwnosé¢ z warunku 5°, czyli —2 < % < 2 mogtby rozwigzac znacznie
szybciej, zauwazajgc najpierw, ze nierbwnos¢ —2 < %jest prawdziwa dla kazdej liczby
dodatniej m, natomiast nieréwnoéé% < 2 mogtby zastgpi¢ rownowazng jej nieréwnoscig
liniowg % < m po pomnozeniu obu stron przez dodatnig liczbe %m. Otrzymatby w ten sposoéb
koniunkcje dwdch nieréwnosci liniowych m > 0 im > % skad otrzymatby m € (% +oo).
To uproscitoby tez nieco ostatni etap rozwigzania, czyli wyznaczenie czesci wspolnej
otrzymanych zbioréw rozwigzan.
Drugg grupe rozwigzan stanowity te, w ktérych zdajacy zapisywali uktad warunkéw:
m2#£0,A>0,x >-2,x,>-2,x,<2,x, <2

bezposrednio wynikajgcy z tresci zadania. Pierwszy z tych warunkow jest prawdziwy, gdyz
z zatozenia m # 0. Drugi prowadzi do nierownosci 4m3 > 0, ktorej rozwigzaniem jest kazda
liczba m > 0. Trudno$é w tym sposobie rozwigzania stanowito zastgpienie koniunkcji
nierébwnosci z niewiadomymi x; i x, rownowazng jej koniunkcjg nierownosci z niewiadomymi
X1 + x5 i x4 - x,. Wystarczyto w tym celu zapisac nierownosci x; > =2, x, > =2, x1 < 2, x, < 2
w postaci rownowaznej x; +2 >0, x, +2 > 0,x; — 2 < 0, x, — 2 < 0, a nastepnie zauwazyc,
ze dwie liczby sg dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn jest dodatni i ich suma jest
dodatnia, a dwie liczby sg ujemne wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn jest dodatni i ich suma jest
ujemna. W ten sposéb otrzymujemy koniunkcje nierdwnosci

(1 +2)(xt2 +2)>0, 21 +24+x,+2>0,(x; —2)(x, —2)>0,x;, —2+x,—2<0.
Druga i czwarta z tych nierownosci sg juz nierbwnosciami z niewiadomag x; + x,. Natomiast
pierwszg i trzecig wystarczy przeksztatci¢ w sposob réwnowazny do postaci

X1 X +2(x; +x)+4>00ix; x5 — 201 +x) +4>0,
a wiec do postaci nieréwnosci z dwiema niewiadomymi x; + x, i x; - x,. Taka postac tych
czterech nierownosci pozwala na bezposrednie wykorzystanie wzorow Viéte’a na sume
i iloczyn pierwiastkéw tréjmianu kwadratowego. Otrzymujemy wtedy uktad nieréwnosci
wymiernych:
CH4>0, 04 <0, TIH2- 244>, 2-224+4>0.

Pozostaje teraz rozwigzac te nieréwnosci. Mozna kazdg z tych nieréwnosci rozwigzywaé
niezaleznie od pozostatych. Przeksztatcajgc je rownowaznie, otrzymujemy kolejno:

1-m
m?2

1-m

2 2 1-m+4m+4m? 1-m—4m+4m?
—+4>0, ——4<0, > >0, > >0
m m m m

1+2m 4m?+3m+1 m?-5m+1

>0, =2 <0, .
m m

m(1+2m) >0, m(1—-2m) <0, m?(4m? +3m+1) >0, m?*(4m? —5m+1) >0, m # 0.
Otrzymalidmy dwie nierownosci kwadratowe i dwie nieréwnos$ci stopnia czwartego. Wyznaczamy
teraz wszystkie rozwigzania kazdej z nierownosci:

me (—oo,—%) U (0,+), m € (—,0) U G +oo), m € R—{0}, m € (—o0,0) U (O,i) U (1, +o0).
Na koniec pozostaje wyznaczy¢ czes¢ wspolng otrzymanych zbioréw wartosci parametru m:

R = {0}, (0, +00), (—00,—3) U (0,+00), (~0,0) U (3, +00) i (—o0,0) U (0,3) U (1, +<0)

Stad otrzymujemy m € (1, +0).

Mozna tez rozwigza¢ uktad wszystkich otrzymanych nieréwnosci:

ORE
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m >0, +4>0 ——4<0

Pierwsza z tych nieréwnosci pocigga za soba druga, a mnozqc ob|e strony kazdej z pozostatych
nierownosci przez dodatnig liczbe m? otrzymujemy uktad rownowazny:
m>0, 2m—4m? <0, 1—-m+4m+4m? >0, 1 —m—4m+ 4m? > 0,
czyli
m>0, 4m?>>2m, 4m*+3m+1>0, 4m?* —=5m+1> 0.
Drugg z nieréwno$ci mozemy podzieli¢ stronami przez dodatnig liczbe 4m, trzecia z nieréwnosci
jest prawdziwa dla kazdej liczby m > 0, a ostatnig nieréwnos¢ mozemy zapisa¢ w postaci

(m—1)(4m — 1) > 0, wiec w rezultacie otrzymujemy m > 0, m > % ,(m—1)({@m-1) >0,
czyli rownowaznie m > 0, m > % ,mE (0,%) U (1, +o0). Zatem m € (1, +0).
llustracjg tego sposobu rozwigzania jest przyktad 16R.

Przyklad 16R.
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Trzecig grupe rozwigzan stanowity te rozwigzania, w ktérych zdajgcy, po obliczeniu

wyroznika A tréjmianu kwadratowego m?x? — 2mx — m + 1, wyznaczali pierwiastki tego

trojmianu. W przyktadzie 17R przedstawiamy petne rozwigzanie zadania tg metoda.

Przykfad 17R.
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Btedy, jakie pojawiaty sie w rozwigzaniach, mozna podzieli¢ na btedy Scisle zwigzane

z wybrang przez zdajgcego metodg rozwigzania oraz btedy niezalezne od wybranej metody.
W pierwszej z omawianych grup rozwigzan zadan, gdzie zdajgcy analizowali wykres funkcji
kwadratowej, czesto zapisywano niepetny ukfad warunkow (przyktady 18R i 19R) lub tez
uktad warunkéw, ktory nie jest rownowazny wtasciwemu uktadowi (przyktad 20R). Tego typu
btedy (merytoryczne) skutkowaty najczesciej uzyskaniem przez zdajgcych 1 punktu za cate
rozwigzanie — za wyznaczenie wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych spetniony jest
warunek A > 0. Niekiedy zdajacy ci zdobywali 2 punkty, ale tylko wtedy, gdy co najmniej trzy
sposrod zapisanych przez nich warunkéw pokrywato sie z wtasciwymi warunkami i kazdy

z tych warunkéw zostat poprawnie przez nich rozwigzany. Te sytuacje zdarzaty sie jednak
rzadziej.

Przyktad 18R.
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Przykfad 19R.
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W drugiej z omawianych grup rozwigzanh zadan, kiedy rozwigzujgcy dazyli do wykorzystania
wzorow Viéte’a, bledy merytoryczne pojawialy sie przy prébie zapisania uktadu warunkow
réwnowaznych koniunkgji nieréwnosci —2 < x; < 21 -2 < x, < 2. Przyktady 21R i 22R
reprezentujg rozwigzania, w ktoérych zdajgcy popefili tego typu btedy.
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Przykfad 21R.
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Warto zwrdéci¢ uwage, ze zdajgcy z przyktadu 21R poprawnie przeksztatcit koniunkcje
nieréwnosci
X1>=2NANx>=2N 1 <2ANx,<2

oznaczong w tym rozwigzaniu jako 3° do postaci rownowazne;j

X1 +2>0Ax+2>0AN x,—2<0Ax,—2<0.
Teraz pozostato jedynie zapisa¢ warunek konieczny i wystarczajgcy na to, zeby dwie liczby
byly dodatnie oraz analogiczny warunek na to, zeby dwie liczby byty ujemne. Tu zdajgcy
zapisat niestety jedynie warunek konieczny na to, zeby iloczyn dwdch liczb byt dodatni.
W dalszej czesci tego rozwigzania zdajgcy popetnit takze btedy przy rozwigzywaniu
otrzymanych nieréwnosci wymiernych z niewiadomg m — m.in. pomingt 4 oraz zaliczyt
liczbe 0 do zbioru rozwigzan kazdej z tych nieréwnosci, mimo ze dla m = 0 nieréwnosci te
nie majg sensu liczbowego.
Powazniejszy btgd popetnit autor rozwigzania z przyktadu 22R.
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Przykiad 22R.
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Zdajgcy ten zauwazyt, ze odlegtos¢ miedzy miejscami zerowymi x; i x, funkcji f musi by¢
mniejsza od 4, co oczywiscie jest prawdg, ale ten warunek nie gwarantuje, ze liczby x; i x,

beda nalezaty do przedziatu (-2, 2).

Takze i w tej grupie rozwigzan pojawialy sie btedy wynikajgce z niedostatecznego
opanowania umiejetnosci rozwigzywania nierownosci wymiernych. Byli rowniez zdajgcy,
ktorzy precyzyjnie rozwigzywali otrzymane nierownosci wymierne, dbajgc o dziedziny tych
nierownosci. Przyktad 23R dobrze ilustruje te grupe zdajgcych. Co prawda autor tego
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rozwigzania nie uniknat bledéw rachunkowych, ktére popetnit pod koniec rozwigzania,
obliczajgc wyroznik trojmianu kwadratowego 4m? — 5m + 1 (zdajgcy zapisat A = 25— 20 =5
zamiast A = 25 — 16 = 9) oraz obliczajgc pierwiastek dwumianu 2 — 4m (zdajgcy zapisat 2

. 1
zamiast E)'

Przyktad 23R.
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Przyjrzymy sie btedom, jakie pojawiaty sie w rozwigzaniach w trzeciej z omawianych grup
rozwigzan tego zadania, w ktérych zdajgcy wyznaczali pierwiastki x; i x, tréjmianu
kwadratowego m2x? — 2mx — m + 1. Zdajgcy ci nie musieli wykonywac zadnych
przeksztatcen, zeby otrzymac uktad nieréwnosci z niewiadomg m prowadzacy do
wyznaczenia wszystkich poszukiwanych wartosci parametru m. Na tym etapie rozwigzania
btedy pojawiaty sie wtedy, gdy zdajgcy btednie wyznaczyt wyrdznik wspomnianego tréjmianu
kwadratowego lub we wzorach na pierwiastki zamiast pierwiastka z wyréznika wzigt
pierwiastek z czwartej czesci tego wyrdznika, lub wyrdznik, tak jak w rozwigzaniu

z przyktadu 24R.

Przyktad 24R.

Ao A% b= Uy [-ni)2

LWZ# sz['%a*mz) =

()

Lty bamantinointag

Zrédia wigkszo$ci bledéw w tej grupie rozwigzan nalezy upatrywaé w niedostatecznym
opanowaniu przez maturzystow technik rozwigzywania nierownosci pierwiastkowych.

W rozwigzaniu z przyktadu 25R zdajgcy poprawnie obliczyt wyrdznik tréjmianu
kwadratowego m?x? — 2mx — m + 1 i wyznaczyt wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych
wyroznik ten jest dodatni. Wyznaczyt takze pierwiastki trojmianu, lecz btednie rozwigzat
otrzymane nieréwnosci z niewiadomag m.

Przyktad 25R.
i Z () o %0
A 20
X Kle 1 2)
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Z przedstawionego rozwigzania mozna wnioskowac, ze zdajgcy nie do konca zna technike
rozwigzywania nierownosci pierwiastkowych — przede wszystkim popetnia btedy przy
Vm

ustalaniu ich zbioréow rozwigzan. Rozwigzujgc nierownos¢ 2 > 1_7 , Zdajgcy zapisat jg

w postaci rownowaznej (vVm + 1)m (\/ﬁ - %) > 0, a nastepnie zapisat btedny zbiér
rozwigzan tej nieréwnosci: m € (—,0) U G +00), gdyz nie uwzglednit dziedziny tej
nierébwnosci. Powinien zapisa¢, ze vm > % czylim e G +oo). Ten sam btad zdajgcy popetnit

1+f. Te nierébwnos¢ zdajacy zapisat, stosujac

réwniez, rozwigzujgc drugg nierownos¢ 2 >
takg sama technike jej przeksztatcania jak poprzednio, w postaci rownowaznej

(Vm—-1) (\/n_1 + %) m > 0, po czym ponownie nie uwzglednit dziedziny i zapisat btedny zbior
rozwigzan m € (—,0) U (1, + ).

Warto zwréci¢ uwage na brak konsekwencji tego zdajgcego. Zaréwno przy tej nieréwnosci,
jak i przy poprzedniej, zdajgcy zauwazyt, ze liczba vm jest dodatnia, wiec mozna bytoby
przypuszczaé, ze wycigga on ten wniosek z definicji pierwiastka kwadratowego oraz
wczesniej rozwigzanego warunku A > 0, ewentualnie z zastrzezenia, ze mianownik m
utamkow wystepujgcych w tych nieréwnos$ciach nie moze by¢ réwny 0. Z dalszego
rozwigzania zdajgcego mozna jednak wywnioskowac, ze nie kompiluje on obiektéw
matematycznych w jedng spdéjng catosc, tylko rozpatruje kazdy z nich oddzielnie, nie widzac
warunkow koniecznych i dostatecznych istnienia tych obiektéw. Potwierdzajg to zapisane
przez zdajgcego btedne zbiory rozwigzan tych nierownosci, gdzie oba te zbiory sg sumami
zawierajgcymi zbior liczb ujemnych.

W wielu rozwigzaniach mozna byto tez zaobserwowac brak podstawowych umiejetnosci
rachunkowych, takich jak np. umiejetnos¢ poprawnego obliczenia wyréznika trojmianu
(przyktad 26R), czy tez umiejetnos¢ rozwigzania prostej nierdwnos$ci wielomianowej

4m3 > 0 wynikajgcej z obliczonego wyrdznika (przyktad 27R).

Przyktad 26R.
1) m+0
2)A>0
2) x l2i2); x2€(2;2)
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{m2(2~m) >0 : /4m" (4?20l o T dnodi-r)
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Przyktad 27R.
" Y ' 3
A= () = U (St ) = U +Um =Y =Y’
Ym0 ERAEKSRS
meR- {O}
Urn 1 = Zmpmmtl = @ Gpn” = Uiy —wk A= st =Yt/
ne x=2- L
b -8 petA =0

o< o
mt 3 - Am X7

Za ten prosty element rozwigzania tego zadania — wspélny dla kazdej metody jego
rozwigzania — zdajgcy mogt otrzymac 1 punkt. Wielu zdajgcych nie otrzymato nawet tego

jednego punktu.

Trzecim — ostatnim z analizowanych najtrudniejszych zadan tegorocznego egzaminu — byto
zadanie 4. Poziom wykonania tego zadania to 26%. Zadanie to bada umiejetnosc
przeprowadzenia dowodu geometrycznego, a wiec umiejetnos¢ z zakresu wymagania
ogolnego Rozumowanie i argumentacja. Obiekty geometryczne, jakich dotyczyto zadanie 4.,
to kwadrat i poprowadzone w nim cztery odcinki. Ponizszy rysunek

D C

A K B

byt zamieszczony w tresci zadania, cho¢ sama tres¢ tego zadania:
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Punkty K i L. sg Srodkami — odpowiednio — bokoéw AB i BC kwadratu ABCD o boku dfugo$ci a.
Punkt M jest takim punktem na boku BC, Zze odcinki DK i KM sg prostopadfe.

Odcinek AL przecina odcinki DK oraz DM w punktach — odpowiednio — P oraz Q (zobacz
rysunek). Wykaz, ze |PQ| = ga.

jednoznacznie opisuje rozwazang sytuacje geometryczng i rysunek nie musiatby jej
towarzyszy¢. Oczywiscie wtedy zdajgcy musieliby taki rysunek wykonaé, co z pewnoscig
wydtuzytoby czas rozwigzania zadania.

Rozwigzania tego zadania mozna podzieli¢ zasadniczo na dwie grupy. Do pierwszej —
znacznie liczniejszej — trzeba zaliczy¢ te rozwigzania, w ktorych zdajgcy wykorzystywali
jedynie aparat matematyczny z zakresu planimetrii. Do drugiej grupy nalezy zaliczy¢
rozwigzania wykorzystujgce aparat geometrii analitycznej. Przyjrzymy sie kazdej z tych grup
rozwigzan, a szczegolnie czesto wystepujgcym lukom, czy tez niescistosciom

w prowadzonych rozumowaniach. Te szczegdlnie czesto wystepowaty w pierwszej grupie
rozwigzan. Rozwigzanie z przyktadu 28R jest ilustracjg poprawnego i petnego rozumowania
(nie liczgc ewidentnej omyiki pisarskiej — zapis AKB zamiast AKD).

Przykiad 28R.
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Autor tego rozwigzania rozpoczat od obliczenia dtugosci odcinkow DK i AL. Nastepnie
oznaczyt miary katow ostrych trojkgta BAL literami a i f oraz zapisat rownos¢ a + § = 90°.
Dalej stwierdzit, ze tréjkaty AKD i ABL sg przystajace, powotujgc sie na ceche bkb.
Przystawanie to mogt stwierdzi¢ od razu. Z bilansu katéw w tréjkgcie AKP wywnioskowat, ze
kat APK jest prosty. To pozwolito mu wyciggnaé wniosek o podobienstwie tréjkgtow
prostokatnych ADK i APK, skad obliczyt dtugos¢ odcinka PK. Rownolegle, wykorzystujgc
réwnolegto$¢ odcinkow AL i MK, obliczyt dtugos¢ odcinka KM, a potem, z twierdzenia
Pitagorasa dla tréjkgta DKM, obliczyt dlugos¢ odcinka DM. Tej dlugosci zdajgcy nie
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wykorzystat w dalszej czesci dowodu. Teze uzyskat z proporcji wynikajgcej z podobienstwa
trojkatéw PQD i KMD.
Podobne rozwigzanie mozna przesledzi¢ w kolejnym przyktadzie 29R.

Przyktad 29R.
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Analizujgc to rozwigzanie, warto zwroci¢ uwage na jego poczatek, gdzie po obliczeniu
dtugosci odcinkdw DK i AL zdajacy zapisat, ze trojkaty BAL i ADK sa przystajgce, przy czym
powotat sie tu na ceche kkk, po czym wycofat sie z tego, unikajgc w ten sposéb btedu (cechy
przystawania tréjkgtéw odwotujgcej sie tylko do katéw oczywiscie nie ma). Podobnie jak

w poprzednim rozwigzaniu, zdajgcy wywnioskowat, ze kat KPA jest prosty. Dalej zauwazyt
podobienstwo trojkatow prostokatnych APK i ABL oraz obliczyt skale tego podobienstwa,
ktdrg wykorzystat do obliczenia dtugosci odcinkdw AP i KP. Teraz, po obliczeniu miary kata
BKM, zdajgcy wywnioskowat, ze trojkaty KBM i ABL sg podobne oraz obliczyt skale ich
podobienstwa. Po obliczeniu dtugosci odcinka KM zdajgcy zrealizowat ostatni etap
rozwigzania, w ktéorym wykorzystat podobienstwo trojkatéw PQD i KMD.

Nieco inaczej przebiega rozumowanie zdajgcego w przykfadzie 30R.

Przykfad 30R.
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Autor tego rozwigzania oznaczyt przez x dtugos$¢ odcinka LM. Stad wyznaczyt dtugosci
odcinkéw MB i CM w zalezno$ci od a i x. Te dlugosci zostaty od razu zapisane w rownaniach
wynikajgcych z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata KBM i MCD:

IKM|? = (g)2 + (g—x)2 i IMD|? = a2 + (§+x)2.

W kolejnym kroku, z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokgtnego DKM zapisat
réwnanie z niewiadomg x, z ktérego otrzymat x = %. Stad wynika, ze punkt M jest srodkiem

odcinka BL. Fakt ten pozwolit zdajgcemu wywnioskowaé, na podstawie cechy bkb, ze
trojkaty KBM i ABL sg podobne. To z kolei prowadzi do wniosku, ze odcinki AL i KM sg
réwnolegte, wiec odcinki AL i DK sg prostopadte. Dalsza cze$¢ dowodu oparta jest na
twierdzeniu Pitagorasa, a nastepnie na twierdzeniu Talesa.

Najczestszym btedem w tej grupie rozwigzan byto przyjecie przez zdajgcego, bez
uzasadnienia lub z niewystarczajgcym uzasadnieniem, ze odcinki AL i DK sg prostopadte
lub, co jest rownowazne, ze odcinki AL i KM sg rownolegte. Jesli juz to zatozymy, to zadanie
staje sie zwyklym zadaniem rachunkowym. Jezeli zdajgcy w dalszej czesci rozwigzania nie
przyjat, takze bez uzasadnienia, dodatkowych zatozeh upraszczajgcych rozumowanie,
przeprowadzit to rozumowanie do konca, to wtedy otrzymywat 2 punkty na 3 mozliwe.
Przyktadem takiej sytuacji jest ponizsze rozwigzanie.

Przyktad 31R.
D €
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W rozwigzaniu z przyktadu 31R zdajacy poprawnie wykorzystat informacje, ze tréjkat DKM
jest prostokatny i stgd zaznaczyt na rysunku miare a kata AKD oraz miare 90° — a kata BKM.
Na rysunku zaznaczyt réwniez katy proste wokot punktu P, a takze miare a kata ALB. Nie
uzasadnit skad wynika, ze miara kgta ALB jest tak sama jak miara kata AKD, ani tym bardziej
nie uzasadnit dlaczego odcinki AL i DK sg prostopadte. Dalej zdajgcy obliczyt dtugosci
odcinkéw DK i AL, stwierdzit podobienstwo trojkgtow ABL i KBM, skad obliczyt dtugosc
odcinka KM. W nastepnym kroku swojego dowodu zapisat, ze tréjkaty APK i DAK s3g
podobne, obliczyt skale ich podobienstwa i na tej podstawie obliczyt dlugos¢ odcinka PK.

W ostatnim etapie rozumowania wykorzystat podobienstwo tréjkatow DPQ i DKM. Tu takze
obliczyt skale podobienstwa tych tréjkgtéw i na tej podstawie obliczyt dtugosé odcinka PQ.

Kolejny przyktad 32R ilustruje rozwigzanie, w ktérym zdajacy takze przyjat bez uzasadnienia,
ze odcinki AL i DK sg prostopadte.

Przykiad 32R.
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Rozwigzanie tego zdajgcego rozpoczyna sie od zapisania, ze tréjkaty KBM i ABL sg
podobne, przy czym zdajgcy odwotat sie tu do cechy kkk podobienstwa. Stgd wyciggnat
whniosek o réwnolegtosci odcinkow AL i KM. Popetnit w tym momencie btad logiczny idem per
idem. Poza brakiem uzasadnienia omawianej rownolegtosci zdajgcy stwierdzit nieco dalej, ze
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trojkat AQD jest rownoramienny. Tak istotnie jest, ale wniosek ten nie wynika
z prowadzonego rozumowania. Przyjecie tego faktu znacznie utatwia wnioskowanie.

Rozwigzanie przedstawione w przyktadzie 33R ilustruje powazniejszy problem.

Przyktad 33R.
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Autor tego rozwigzania nawet nie stwierdza, ze odcinki AL i DK sg prostopadte.
Bezrefleksyjnie przyjmuje, ze tréjkat ADQ jest rownoramienny. Mozna przypuszczac, ze
zrodtem tego stwierdzenia jest rysunek, na ktérym ,widac”, Zze tak jest. Zdajacy ten nie ma
chyba $wiadomosci czym jest rozumowanie dedukcyjne. Rozwigzanie zadania sprowadzit do
trzykrotnego zastosowania twierdzenia Pitagorasa oraz wykorzystania proporciji, ktérej zrédta
nawet nie wskazat.

Niektorzy z absolwentow, ktérzy zdecydowali sie zdawac egzamin z matematyki na poziomie
rozszerzonym, zademonstrowali rozwigzania zawierajgce btedy wskazujgce na brak
opanowania elementarnych umiejetnoéci z zakresu planimetrii; btedy, ktérych nie powinien
popetni¢ nawet absolwent szkoty podstawowe;.

Takie wtasnie razgce btedy mozemy zaobserwowaé w rozwigzaniu z przyktadu 34R. Zdajagcy
zapisat, ze trojkaty AKD i ABL to trojkaty o katach ostrych 30° i 60°, co oczywiscie nie jest
prawdg. Warto tez zwréci¢ uwage na brak konsekwencji autora rozwigzania. Punkt K jest
srodkiem odcinka AB. Ta informacja jest zapisana wprost w tresci zadania. Nie przeszkodzito

to zdajgcemu zapisac z jednej strony, ze dtugos$¢ odcinka AK jest rowna 13 , a zdrugiej, ze
dtugos¢ odcinka KB jest réwna % Obie te dlugosci zdajgcy zapisat takze na uzupetnionym
przez siebie rysunku.

Przykfad 34R.
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Bardzo nieliczng grupe stanowili zdajacy, ktérzy prezentowali niestandardowe rozumowania.
Przyktad 35R ilustruje taki wiasnie dowdd.

Przyktad 35R.
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Autor tego rozwigzania uzasadnit w najkrotszy chyba mozliwy sposéb zaréwno
prostopadtos¢ odcinkow AL i DK, jak i przystawanie trojkatow ABL i DAK. Zauwazyt, ze
trojkat ABL jest obrazem trojkagta DAK w obrocie o srodku S i kagcie skierowanym 90°, gdzie S
to punkt przeciecia przekgtnych kwadratu ABCD. Zdajacy precyzyjne zapisat ten pierwszy
krok swojego rozumowania. W kolejnym kroku zastosowat twierdzenie o linii Srodkowej
trojkata i obliczyt dtugo$¢ odcinka KM, a niejako w tle, réwniez dtugosci odcinkow AL i DK.
Nastepny krok rozumowania réwniez zastuguje na uwage. Zdajgcy zauwazyt, ze trojkaty
DAK i DKM sg podobne, co wykazat nastepujgco. Fakt, ze oba tréjkaty sg prostokgtne
wynika z tresci zadania, natomiast obliczenie stosunku dtugosci przyprostokatnych

w kazdym z tych trojkatow i stwierdzenia, Ze jest on taki sam, wymaga duzej pomystowosci
lub jest rezultatem bardzo dobrego opanowania aparatu geometrii ptaskiej przez autora
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rozwigzania. Takze w tym miejscu swojego rozumowania zdajgcy odwotat sie do stosownej
cechy podobienstwa tréjkgtow — cechy bkb. Podobienstwo trojkatow DAK | DKM pozwolito
mu uzasadni¢ przystawanie trojkatow APD i QPD. Stad i z podobienstwa tréjkgtow APD

i KAD zdajgcy uzyskat juz teze.

Drugg grupe rozwigzan stanowity rozwigzania analityczne. Mimo ze tego typu rozwigzania
wystepowaly znacznie rzadziej od rozwigzan, ktére omawialiSmy dotad, to rozwigzania

z uzyciem aparatu geometrii analitycznej nie byty incydentalne. Wadg tego typu rozwigzan
jest zazwyczaj obszernosé rozwigzania i konieczno$¢ wykonania duzej liczby rachunkéw,
natomiast niewatpliwg zaletg jest mozliwo$¢ ,ominiecia” uzasadnien. W pewnym sensie
zadanie na dowodzenie staje sie zwyktym zadaniem rachunkowym. Autor rozwigzania

z przyktadu 36R zastosowat wtasnie aparat geometrii analitycznej.

Przyktad 36R. _ _
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Wiasciwie wszyscy zdajgcy, ktérzy zdecydowali sie na rozwigzanie analityczne umieszczali
kwadrat ABCD w kartezjanskim ukfadzie wspotrzednych tak, zeby wierzchotek A kwadratu byt
poczatkiem uktadu, wierzchotek B lezat na dodatniej potosi odcietych, a wierzchotek D na
dodatniej potosi osi rzednych. Tak rowniez zrobit autor tego rozwigzania. Przyjgt on réwniez

dtugosc¢ boku kwadratu rowng 4. Gdyby nie wyjadnienie zawarte na poczatku tego

rozwigzania, mozna bytoby przypuszczacé, ze zdajgcy popetnit btgd analogiczny do biedu,
jaki popetniajg niektérzy zdajgcy w zadaniach na dowodzenie podzielnosci. Gdy np. majg
wykazac, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba 7n? + 21n jest podzielna przez 14, woéwczas
obliczajg wartos¢ wyrazenia 7n? + 21n dla konkretnej liczby catkowitej, na przyktad dlan = 1
otrzymuija liczbe 28, o ktorej stwierdzajg, ze jest podzielna przez 14. Tu sytuacja jest zupetnie
inna. Przyjecie konkretnej dlugosci boku trojkata nie zmienia ogdlnosci rozumowania, co
wynika z wtasnos$ci niezmienniczych podobienstwa. Oczywiscie petne rozumowanie wymaga

wyjasnienia, a przynajmniej stwierdzenia, ze mozna przyja¢ konkretng dtugosé boku

kwadratu. Autor tego rozwigzania takie stwierdzenie zapisat, cho¢ nie jest ono bezposrednim

odwotaniem sie do wyzej wspomnianej wkasnoéci podobienstwa.

Strona 90 z 107



Sprawozdanie za rok 2026

Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najlepiej

Tegoroczni maturzysci na poziomie rozszerzonym najlepiej opanowali umiejetnosci:

¢ wykorzystania wlasnosci ciggoéw, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan

o stosowania wlasnos$ci czworokagtow wpisanych w okrag i opisanych na okregu

e rozwigzywania nieréwnosci z wartoscig bezwzglednag

e obliczania pochodnej funkcji z wykorzystaniem wzoru na pochodng ilorazu,
zastosowania pochodnej do rozwigzania zadania optymalizacyjnego.

Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu dla poziomu rozszerzonego (poziom wykonania — 63 %)
okazato sie zadanie 6. Dotyczyto ono skohczonego ciggu arytmetycznego (a,). W tresci
zadania podana zostata informacja, ze cigg ten ma wiecej niz 6 wyrazow, podany zostat tez
pierwszy i ostatni wyraz tego ciagu, a z ostatniej z podanych informacji zdajgcy dowiadywat
sie, ze drugi, trzeci i szosty wyraz ciggu (a,,) tworzg, w tej wkasnie kolejnosci, trzywyrazowy
cigg geometryczny. Zadaniem zdajgcego byto obliczenie sumy wszystkich wyrazéw

ciagu (an).

Strategia rozwigzania tego zadania wynika wprost z jego tresci, a umiejetnosci
wystarczajgce do jego rozwigzania nie wykraczajg poza zakres podstawowy nauczania
matematyki. Uczen, ktory opanowat umiejetnos¢ postugiwania sie wzorem ogolnym ciggu
arytmetycznego, potrafi wykorzysta¢ wtasnosé ciggu geometrycznego oraz zastosowacé wzor
na sumag n-poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, nie powinien miec probleméw

z szybkim rozwigzaniem tego zadania. W tym kontekscie mozna byto oczekiwac, ze tatwosc
tego zadania bedzie znacznie wyzsza niz 0,63, ktérg to zadania uzyskato. Jest to jednak
jedyne zadanie tegorocznego egzaminu na poziomie rozszerzonym, ktérego tatwosc¢
przekroczyta 0,50. W petni poprawne rozwigzanie tego zadania ilustrujemy przyktadem 37R.

Przyktad 37R. 7
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Tego typu rozwigzania stanowity zdecydowang wiekszo$¢. Rozwigzujacy, wykorzystujgc
podany pierwszy wyraz ciggu (a,) oraz wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, zapisat
drugi, trzeci i szésty wyraz tego ciggu w zaleznos$ci od roznicy r ciggu (a,):
1+r,1+2r,1+5r.

Stad, wykorzystujgc wtasnosé ciggu geometrycznego, otrzymat rownanie kwadratowe

A +5)A+7)=(1+2r)?
z jedng niewiadoma r, ktére przeksztatcit do postaci r(r + 2) = 0. W ten sposoéb otrzymat
r = 0 oraz r = —2. Pierwsze z tych rozwigzan odrzucit, uzasadniajgc, ze wtedy ciag bytby
staty. Majac juz roznice ciggu (a,,), pierwszy i ostatni jego wyraz, obliczyt, ponownie
wykorzystujgc wzér na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, liczbe k = 1014 wszystkich
wyrazéw ciggu (a,,). Pozostato tylko obliczy¢ sume wszystkich wyrazéw, co zdajgcy zrobit
bezbtednie.
Czes¢ z rozwigzujgcych to zadanie nie unikneta btedéw. Zazwyczaj byly to btedy
rachunkowe, tak jak w przykfadzie 38R.

Przyktad 38R.
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Popetniony przez zdajgcego prosty btgd rachunkowy doprowadzit go do rownania
1+ 4r +4r? =1+ 6r + r?, zamiast do poprawnego 1 + 4r + 4r? = 1 + 6r + 5r2. Zdajgcy
otrzymat dwa rozwigzania, z ktérych jednym byta liczba 0, ktérg zdajagcy odrzucit, a drugim

rozwigzaniem byt utamek (— g) (tu kolejny btad). Niestety przy tej btednej wartosci réznicy

ciggu arytmetycznego otrzymane przez zdajgcego rownanie —2026 = (n — 1) - (— g) ma
rozwigzanie n = 3040, ktore jest liczbg catkowitg dodatnig. Wynik ten nie mogt wzbudzic¢
niepokoju zdajgcego, gdyz liczba wyrazéw 3040 jest jak najbardziej mozliwg liczbg wyrazéw
ciagu.

Wsrdd rozwigzan zawierajgcych btedy rachunkowe wystepowat jeden stosunkowo czesto
powtarzajacy sie btgd. W ostatnim przeksztatceniu zdajgcy ,pomijali” znak minus w wyniku
koncowym. Zrobit tak np. zdajacy z przyktadu 39R. Innych btedéw w tym rozwigzaniu nie ma.

Przyktad 39R.
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Niekiedy zdajgcy obierali nietypowe drogi rozwigzania tego zadania, ktére nieraz skutkowaty
koniecznoscig rozwigzania otrzymanych réwnan, znacznie trudniejszych od tych, ktére
zdajgcy uzyskaliby przy standardowym sposobie postepowania. Zdajacy, ktérego
rozwigzanie zamieszczone jest w przyktadzie 40R, takie wiasnie ,utrudnione” rownanie
rozwigzywat.
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Otrzymane przez zdajgcego rownanie wymierne z jedng niewiadomg n jest poprawne.
Zdajgcy podjat prébe jego rozwigzania — poprawnie je przeksztatcit do rownania
kwadratowego, ale z jakich$ powoddw na tym rozwigzanie zakonczyt.

Przejdziemy teraz do drugiego z najtatwiejszych zadan, jakim jest zadanie 11. dotyczace
planimetrii. Konstrukcyjnie jest to zadanie rozszerzonej odpowiedzi, punktowane w skali
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0—6 punktéw. Zadanie dotyczy czworokata opisanego na okregu, w ktéry tez mozna wpisaé
okrag. Ponadto o czworokgcie tym wiemy, ze boki AB i AD majg dtugosci rowne odpowiednio
910, a kat miedzy tymi bokami jest rowny 60°. Zadaniem rozwigzujgcego jest obliczenie
dtugosci dwéch pozostatych bokéw tego czworokata oraz jego pola. Ci zdajgcy, ktérzy
rozwigzali to zadanie do kohca albo przynajmniej obliczyli dtugosci bokéw BC i CD
czworokata, w przewazajgcej wiekszosci rozwigzywali je w ten sam sposéb, w jaki zrobit to
autor rozwigzania z przyktadu 41R.

Przyktad 41R.
X DCR= | A8OT~COP -| 420 |-bs '1‘1"'"23 Prsovy| MAa f’luwvlnaw'ﬁ

oL +Pf/1800

Horevfogs - AR D

x?z= oo+ 8= A 409. wosbol
x2= ABA = 450" 5
xL=ABA- 130 =84

x = J9A
iBD1= x = J94
L, G M = pumbly clornos; g enc i couenelals
IALES TAK] [Lpi=1DM! IA B + 1¢D] = TADI + Inc)
[ = 1BGI yMcl=1C Gl g |+ Icbj = |40 4inc)
|| | _{¢ol=-Inelz A

(eol —1pel=A [,2,, — &
| [cort=—2rentinet = ipeti=a
”m : | oIl + B l= 4 alplinel
7-Freneost A4 BHAD] \\\"’\/‘——‘*:"_'“/
NEY, Z: TDCIZ +1 j(?K:i?' T thb\'lfxl- g,osM)/ | los20°2] e (30° + 0°) =
Aal | ~~““‘bo°:-‘4
| 19 = pcil 4 Tpal F 0T Bl R = E3
9= A+ 2ACBBC] + OV B C)
50BN DSy

50 =/ i¢pilpel C hpit ipdizh
302 [A-IDE})-1Be) < pre aFat)
‘ 5im/1207= $ m(80/+30 | =
307 16C] + \Be IR RS N g
| | | 3

Wb+ el 430=0

(BClz g

ORE

Strona 95 z 107




Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

al+o =300

A= A4 A0 TATA SZ /A

-A —AA A A ‘ "\u i
‘3/\ .‘_—'“’—,Z__‘ = -——3" =G Nowa k= to | ol Geas EJJ[LL
L ~A4AA i
e el >
| R |
ABCL=5 0 fepl=A H\melE A+S = C
B e e E
Paney= Pappl t Pocy
PABD: 7 IAB\- VADl - 3ym6Q°=| 2.9 (40T = 2 127 ] =74
A - al | 19 | sl 305}
Bpipt 7- Bl 11ADT- skm o = [2:51€1 T =] R |2 |

gofi | 3008 | nwd

fAn,cD: w *Fal g T k=353

Wykorzystanie twierdzenia o czworokgcie opisanym na okregu jak rowniez twierdzenia

0 czworokgcie wpisanym w okrgg sg dwoma niezbednymi elementami w tym rozwigzaniu.
Kolejnos¢ ich wykorzystania jest dowolna. Mozna, tak jak autor tego rozwigzania, rozpoczgc¢
od obliczenia miary kata BCD. Wystarczy w tym celu wykorzysta¢ podang w tresci zadania
miare 60° kata BAD oraz rownos$¢ |4BAD| + |4BCD| = 180° wynikajgca z twierdzenia

0 czworokgcie wpisanym w okrgg. Stgd natychmiast obliczamy |4BCD| = 120°.

Drugi krok prezentowanego rozwigzania to obliczenie dtugosci przekatnej BD. Zdajacy
wykorzystat do tego podane diugosci bokéw AB i AD tréjkata ABD, kat przy wierzchotku A tego
trojkata oraz twierdzenie cosinusow. Ten sposob obliczenia dlugosci boku jest rutynowg
czynnoscig przy tzw. rozwigzywaniu trojkatow. W trzecim kroku autor tego rozwigzania,
korzystajgc z twierdzenia o czworokacie opisanym na okregu, wyznaczyt zaleznos¢ miedzy
dtugosciami bokéw BC i CD czworokata ABCD, przy czym rownosc |AB| + |CD| = |AD| + |BC|,
wynikajgcg z tego twierdzenia, uzasadnit, odwotujgc sie do twierdzenia o odcinkach stycznych.
To uzasadnienie nie jest konieczne. W rezultacie otrzymat informacje, ze dtugos¢ boku CD jest
o 1 wieksza od dtugos$ci boku BC. Te trzy omowione elementy rozwigzania mozna wykonaé

w dowolnej kolejnosci. Po ich realizacji dochodzimy do zasadniczych trudnosci tego zadania,
a wiec do zapisania uktadu dwoch réwnan z dwiema niewiadomymi — dtugosciami bokéw BC

i CD czworokgta ABCD lub do réwnania z jedng niewiadomg — dlugoscig jednego z szukanych
bokéw. To réwnanie kwadratowe otrzymujemy z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata BCD. Tak
tez postgpit autor tego rozwigzania. Uzyskanie poprawnego rownania wymaga obliczenia
wartosci cosinusa 120°, co niektorym maturzystom sprawito ktopot. Po rozwigzaniu
otrzymanego réwnania zdajgcy odrzucit ujemne rozwigzanie, a nastepnie poprawnie obliczyt
dtugosci bokow BC i CD. Teraz wykonat ostatni etap rozwigzania, czyli obliczyt pole
czworokata, dzielgc go na trojkaty ABD i BCD, obliczajgc ich pola i dodajgc te pola. Taki
sposoéb obliczenia pola czworokata takze nalezy uznac za czynnos$c¢ rutynowa.

Pojawiaty sie tez rozwigzania, w ktérych zdajgcy po obliczeniu dtugosci bokéw BC i CD,
wykorzystywali wzor na pole P czworokata wpisanego w okrag
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P=\/(p—a)—-b)(p—-c)p—d),gdzie a, b, c, d to diugosci bokdw tego czworokata,
natomiast p to potowa jego obwodu. Ten odpowiednik wzoru Herona na pole tréjkgta nazywa
sie wzorem Brahmagupty. Réwnie nieliczne byly rozwigzania, w ktérych zdajgcy
wykorzystywali wzér P = vabcd na pole czworokata wypuktego, ktéry jest jednoczesénie
wpisany w okrag i opisany na okregu (tj. czworokata bicentrycznego).

Niektérzy zdajgcy prébowali, z mniejszym lub wiekszym powodzeniem, wykorzystaé¢ podany
w tresci zadania kat 60°, szukajgc ,potowy” trojkata rownobocznego. Jednym z takich
pomystow (przyktad 42R) jest poprowadzenie wysokosci tréjkgta ABD z wierzchotka D
(znacznie rzadziej z wierzchotka B). Wtedy trojkat ADE to potowa trojkgta rownobocznego.

Z wiasnosci miarowych w takim trojkgcie otrzymujemy natychmiast |AE| = % 10 =5 oraz

|IDE| = |AE| - V3 = 5V/3. Teraz wystarczy zastosowac twierdzenie Pitagorasa w tréjkgcie
prostokatnym BDE. Stad otrzymujemy |BD| = v/91. Pomyst ten prowadzi w istocie do nieco
innego obliczenia dtugosci przekatnej BD czworokata. Autor ponizszego rozwigzania
wyznaczyt jeszcze zaleznos¢ miedzy dtugosciami bokéw BC i €D czworokgta ABCD oraz
obliczyt miare kata BCD tego czworokgta. Zasadniczych trudnosci tego zadania jednak nie
pokonat.

Przykiad 42R.
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Kolejny pomyst na wykorzystanie kata 60° zawierajg przyktady 43R i 44R. Wystepowaty one
jednak bardzo rzadko. Pierwszy z tych przyktaddw ilustruje w petni udang probe rozwigzania
zadania.

Przyktad 43R.
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Autor tego rozwigzania oznaczyt przez x dlugos¢ odcinkow stycznych AE i AH, a nastepnie
wyznaczyt dtugosci wszystkich pozostatych odcinkow sktadajgcych sie na obwod czworokagta
ABCD w zaleznosci od x. Zauwazyt, ze powstate trojkaty DSH i BSE sg podobne. Stad

otrzymat proporcje loi_x = (fx, ktdrg przeksztatcit do rownania kwadratowego
NG

gxz —19x + 90 = 0 z jedng niewiadomg. Po rozwigzaniu tego rownania otrzymat dwa

dodatnie rozwigzania i poprawnie uzasadnit, ze wieksze z tych rozwigzan nalezy odrzucic.
W nastepnym kroku obliczyt szukane dtugosci bokéw BC i CD. Warto tez zwréci¢ uwage na
sposob realizacji ostatniego etapu rozwigzania tego zadania, czyli obliczenia pola
czworokata ABCD. Zdajgcy wykorzystat w tym celu wzor na pole wielokata wypuktego
opisanego na okregu. Wzor ten mogt wykorzystac, gdyz wyznaczyt promien okregu
wpisanego w czworokat w zaleznosci od x, a po obliczeniu x obliczyt rowniez i ten promien.
Autor rozwigzania z przyktadu 44R réwniez podzielit czworokagt ABCD, tak jak zdajgcy

w poprzednim przyktadzie, na osiem trojkagtow prostokatnych.
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Przykiad 44R.
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Zauwazyt rownos¢ odpowiednich katow w powstatych deltoidach, nie wykorzystat natomiast
trojkatow podobnych, a w efekcie nie pokonat zasadniczych trudnosci tego zadania.

WS$rdd zdajgcych, ktorzy nie opuscili tego zadania byli tacy, ktorzy zrealizowali jeden, dwa,
rzadziej trzy poczatkowe etapy rozwigzania omowione wczesniej (przyktad 41R).

Autor rozwigzania z przyktadu 45R zrealizowat jedynie dwa poczatkowe etapy rozwigzania,
a wiec wyznaczyt zalezno$¢ miedzy dtugosciami bokéw BC i CD oraz wyznaczyt miare

kata BCD. Wyznaczyt réwniez pole czworokgta w zalezno$ci od dtugosci bokéw BC i CD.

ORE
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Przykfad 45R.
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Rozwigzanie zdajgcego z kolejnego przyktadu 46R to realizacja trzech poczatkowych
etapow, ktére zdajgcy zakonczyt na obliczeniu dtugosci przekatnej BD.

Przykiad 46R.
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| |
-

\

|

Omoéwimy jeszcze trzecie z najtatwiejszych zadan tegorocznego egzaminu, jakim okazato sie
zadanie 5. Prawie w kazdym arkuszu egzaminu maturalnego dla poziomu rozszerzonego
mozna znalez¢ zadanie dotyczace nierownosci z wartoscig bezwzgledng. Mozna
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zaryzykowac twierdzenie, ze jest to jeden z pewniakdw egzaminu maturalnego na poziomie
rozszerzonym Tegoroczna nieréwnosé: |2x — 6| — |x2 — 9| < 0 roznita sie jednak od
nierownosci z lat poprzednich, kiedy zwykle byly nieréwnosci stopnia pierwszego.

Ta nierownos¢ jest stopnia drugiego. Struktura tej nierownosci umozliwia zgrabne

i nieszablonowe jej rozwigzanie. Jednak zdecydowana wiekszos¢ zdajagcych nie
wykorzystywata tego, stosujgc wyuczony algorytm. Zdajacy najczesciej rozpatrywali
nierbwnosc¢ w trzech przedziatach: (—o, —3), [-3,3), [3, +). W kazdym z tych przedziatow
wykorzystywali algebraiczng definicje wartosci bezwzglednej, co pozwolito im w kazdym

z rozpatrywanych przedziatéw zapisa¢ nieréwnos¢ kwadratowg z jedng niewiadomg x bez
uzycia symbolu modutu liczby. W kolejnym kroku rozwigzywali otrzymane nieréwnosci

w kazdym z przedziatdw i na koniec, sumujgc otrzymane zbiory rozwigzan z poszczegolnych
przedziatow, otrzymywali zbior rozwigzan nieréwnosci |2x — 6] — |x? — 9| < 0. Przyktad 47R
jest ilustracjg tego sposobu rozwigzania.

Przyktad 47R.
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Kolejny przyktad 48R poprawnego rozwigzania reprezentuje te grupe rozwigzan, w ktorych
zdajgcy wykorzystywali zastang strukture nieréwnosci.

| Przyktad 48R.
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Kluczowym krokiem tego sposobu rozwigzania jest zapisanie nierownosci w postaci
rownowaznej |2x — 6| < |x? — 9|. Postac ta jest dlatego tak istotna, ze obie strony
nierownosci sg nieujemne, wiec mozemy je podnie$¢ do kwadratu, otrzymujgc nierdbwnosé
réwnowazng. Wykorzystujgc teraz fakt, ze kwadrat wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej
jest réwny kwadratowi tej liczby, otrzymujemy natychmiast nierébwnos¢ wielomianowa,

w ktorej nie wystepuje symbol wartosci bezwzglednej. Autor tego rozwigzania obie te
czynnosci wykonat w pierwszej i drugiej linii swojego rozwigzania. Uwolnit sie w ten sposéb
od rozpatrywania przedziatdw, a w rezultacie od koniecznos$ci rozwigzania trzech réznych
nieréwnosci kwadratowych oraz wyznaczania zbioréw ich rozwigzan w tych przedziatach.
Otrzymang nieréwnosé¢ (2x — 6)% < (x? — 9)? rowniez rozwigzat zgrabnie. Przeksztatcit te
nierownos$¢ do postaci 4(x — 3)? — (x — 3)2(x + 3)? < 0, z ktorej natychmiast otrzymat
nierébwnos¢ w postaci (x — 3)%(4 — (x + 3)?) < 0, w ktorej lewa strona jest iloczynem dwéch
czynnikdw, a prawa strona jest zerem. Pierwszy czynnik (x — 3)? pozwala odczytaé¢
pierwiastek wielomianu wraz z jego krotnoscia. Pierwiastki drugiego czynnika zdajgcy
wyznaczyt rownie sprawnie. Na koniec sporzadzit szkic wykresu wielomianu czwartego
stopnia (x — 3)2[(x + 3)? — 4], z ktorego odczytat zbidr rozwigzan odpowiedniej nieréwnosci.

Nieco inny sposob rozwigzania tej nierownosci, ale takze wykorzystujgcy strukture tej
nierownosci zaprezentowat zdajgcy z przyktadu 49R. W poczatkowym etapie rozwigzania
zdajgcy zauwazyt, ze tak mozna przeksztatci¢ nierdownosc, korzystajgc z wtasno$ci wartosci
bezwzglednej iloczynu liczb, zeby w odjemnej i w odjemniku lewej strony nierownosci
wystgpit ten sam czynnik |x — 3|. Czynnik ten zdajgcy wytgczyt przed nawias i otrzymat
nierownosc¢ postaci

|x —=3[(2—|x+3]) <O.
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Przykiad 49R.
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Zauwazyt nastepnie, ze czynnik ten jest nieujemny i stad wyprowadzit wniosek, ze drugi
czynnik iloczynu stojgcego po lewej stronie nierownosci musi by¢ ujemny, a wiec musi byc
prawdziwa nieréwnosc¢ 2 — |x + 3| < 0. Zapisujgc tylko nieréwnos¢ ostrg bez komentarza,
popehit blad, gdyz powinien jeszcze zauwazy¢, ze gdy |x — 3| = 0, to nieréwnos¢ jest
sprzeczna (obie jej strony sg wéwczas réwne 0). Otrzymang nieréownosc¢ |x + 3| > 0 zdajgcy
rozwigzat poprawnie, bez rozpatrywania dwoch przedziatow. Konsekwencjg popetnionego
btedu jest zbyt szeroki zbidr rozwigzan rozpatrywanej nierownosci. Zdajgcy otrzymat sume
dwéch przedziatdw (—oo, —5) U (—1, +00), a poprawnym zbiorem rozwigzan nierownosci jest
(=00,=5)U (—1,3) U (3,4+x).

Btad, jaki popetnit autor tego rozwigzania, pojawiat sie stosunkowo czesto w tym sposobie
rozwigzania. Czes$¢ rozwigzujgcych w ten sposob popetniata powazniejszy btad i dzielita obie
strony nieréwnosci przez |x — 3|, nie zauwazajgc w ogole, ze wyrazenie to przyjmuje
warto$¢ 0 dla x = 3.

Z kolei w grupie maturzystow rozwigzujgcych to zadanie pierwszym z omowionych
sposobow btedy pojawiaty sie znacznie czesciej i na réznych etapach rozwigzania. Niektérzy,
po poprawnym ustaleniu rozpatrywanych przedziatéw, btednie zapisywali posta¢ nieréwnosci
w jednym, w dwdch, a niekiedy nawet we wszystkich trzech przedziatach. Tak na przykfad
zrobit zdajacy z przyktadu 50R (zamieszczony zostat tylko istotny fragment rozwigzania).

Przykfad 50R.
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Kolejny czesto wystepujgcy btad, to brak wyznaczenia czesci wspodlnej rozpatrywanego
przedziatu z otrzymanym zbiorem rozwigzan nieréwnosci kwadratowej, ktérg zdajgcy w tym
przedziale otrzymat. Btad ten ilustrujemy przyktadem 51R.

Przyktad 51R.
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Warto zauwazy¢, ze otrzymany w rozpatrywanym przedziale [—3, 3) zbiér rozwigzan
nieréwnosci, a wiec przedziat (—1, 3), jest jednoczesnie iloczynem [—3,3) N (-1, 3), dlatego
nie mozna jedynie przypuszczac, ze zdajgcy w tym przedziale nie wyznaczyt tego iloczynu.
Pewnosc¢ takg mamy tylko w dwdch pozostatych przypadkach.

Poza wymienionymi bledami w rozwigzaniach licznie pojawiaty sie réznego rodzaju btedy
rachunkowe, czy tez btedy wynikajgce ze ztego przepisania wczesniej uzyskanych
rezultatéw, a nawet btednego przepisania tresci zadania. Otrzymywanie nieréwnosci
kwadratowe w poszczegodlnych przedziatach rozwigzywane byty najczesciej algorytmicznie,
z wykorzystaniem wzorow na pierwiastki trojmianu kwadratowego, pomimo tego, ze
otrzymywane tréjmiany kwadratowego byly unormowane, pozostate ich wspétczynniki byty
catkowite, tak jak i wszystkie ich pierwiastki.
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Jak co roku wystgpity takze rozwigzania graficzne nieréwnosci, cho¢ byto to bardzo nieliczne
przypadki. Jedno z takich rozwigzan przedstawia przykfad 52R.

Przyktad 52R.
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W rozwigzaniach tych zdajgcy najczesciej nie sprawdzali rachunkowo, ze odczytane przez
nich odciete punktow wspdinych wykreséw rozpatrywanych funkcji sg poprawne.

ORE
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WNIOSKI | REKOMENDACJE

PoOziOM PODSTAWOWY

1. Analiza wynikbw egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym
pozwala stwierdzi¢, ze najtatwiejsze dla maturzystéw byty zadania zamkniete z | obszaru
wymagan ogolnych, sprawdzajgce sprawnosc rachunkowa.

2. Zadania zamkniete i otwarte, w rozwigzaniu ktérych nalezato zastosowac definicje,
podstawowg wtasnos¢ obiektu matematycznego lub znany algorytm (Il obszar wymagan
ogolnych) oraz te, w ktorych nalezy zbudowa¢ model matematyczny (lll obszar wymagan
0golnych) byty umiarkowanie trudne.

3. Zadania otwarte wymagajgce zaplanowania kilkuetapowej strategii rozwigzania
(IV obszar wymagan ogolnych) stanowity dla zdajgcych — podobnie jak w latach
poprzednich — trudne wyzwanie.

4. Najwieksze trudnosci (poziom wykonania 33%) sprawito zdajgcym zadanie otwarte
krotkiej odpowiedzi, wymagajgce przeprowadzenia dowodu geometrycznego.

5. Ws$rdd zadan otwartych najtatwiejszym dla zdajgcych byto zadanie, ktore polegato na
rozwigzaniu nieréwnosci kwadratowej (poziom wykonania 73%).

6. Najczestsze przyczyny niepowodzen zdajgcych na egzaminie maturalnym z matematyki
to:

o niski poziom sprawno$ci rachunkowej oraz umiejetnosci stosowania wtasnosci
dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych

o staba umiejetnos¢ wykonywania przeksztatcen algebraicznych, skutkujgca
popetnianiem btedéw w obliczeniach

o brak refleksji nad sensownoscig otrzymanego wyniku liczbowego

e brak umiejetnosci czytania ze zrozumieniem nieskomplikowanego tekstu
matematycznego i poprawnej interpretaciji tresci zadania

o brak umiejetnosci analizy danych podanych w tresci zadania i odniesienia ich do
znanych obiektéw matematycznych

e brak umiejetno$ci planowania strategii rozwigzania, ktora tagczy w logiczng
i uporzgdkowang catos¢ kilka roznych umiejetnosci.

7. Wskazane jest, aby w procesie nauczania matematyki zwréci¢ uwage na ksztatcenie
nastepujgcych umiejetnosci:

e starannego i sprawnego wykonywania przeksztatcen i obliczen

e czytania ze zrozumieniem, analizy i poprawnej interpretacji treSci zadan

e rozwigzywania zadan roznymi sposobami w celu pokazania mozliwoéci stosowania
réznych strategii rozwigzania danego problemu matematycznego oraz weryfikacji
poprawnosci i realnosci otrzymanego wyniku.

POzIOM ROZSZERZONY
1. Zadania, ktore wystgpity w tegorocznym arkuszu egzaminacyjnym, okazaty sie dla
zdajacych umiarkowanie trudne, trudne i bardzo trudne.

2. Naijlepiej maturzysci poradzili sobie z zadaniem sprawdzajgcym umiejetnosc
wykorzystania wiasnosci ciggow arytmetycznych i geometrycznych.
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3. Zadania, z ktérymi maturzysci poradzili sobie stosunkowo tatwo, to zadania, ktérych
rozwigzanie sprowadzato sie do zrealizowania nieskomplikowanej strategii, czy tez
zastosowania rutynowego algorytmu.

4. Najtrudniejszym zadaniem okazato sie zadanie osadzone w kontekscie praktycznym,
sprawdzajgce umiejetnos¢ dostrzegania i stosowania cech podobienstw trojkgtéw.

5. Wyniki egzaminu jednoznacznie wskazujg na stabe opanowanie umiejetnosci z zakresu
przeprowadzania rozumowania i argumentacji, szczegoélnie w zakresie geometrii.

6. Zdajgcym sprawiajg trudnos¢ zadania, w ktérych dane lub rozwazane wielkosci nie majg
konkretnych wartosci liczbowych.

7. Na wynik egzaminu z matematyki na poziomie rozszerzonym znaczgco wptywa brak
szeroko rozumianej sprawnosci rachunkowej — problemy z poprawnym wykonywaniem
obliczeh na wyrazeniach algebraicznych oraz na liczbach (szczegélnie na pierwiastkach).
Na niski wynik wptywa ponadto przyjmowanie przez zdajgcych szczegdlnych zatozen,
ktére nie wynikajg z tresci zadania, oraz niewystarczajgca wiedza o podstawowych
obiektach matematycznych.

8. Podczas lekcji nalezy pokazywac roznorodne sposoby rozwigzywania tego samego
zadania, zwracajgc uwage na zalety i niedogodnosci kazdego z nich. Tegoroczni
absolwenci czesto obierali metody rozwigzan, ktére byly diugie i zmudne rachunkowo.
Nalezy tez kta$¢ nacisk na poprawny zapis rozwigzah zadan, w tym na przejrzystosé
zapisu rozwigzania, jednoznacznos$¢ i poprawnosc¢ stosowanej symboliki oraz
zachowanie logicznego toku rozwigzania.

9. Podobnie jak w roku poprzednim odnotowano duzy odsetek zdajgcych, ktorzy nie
uzyskali zadnego punktu z tego egzaminu. Moze to swiadczy¢ o nieprzemyslanym
wyborze matematyki jako przedmiotu dodatkowego.
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