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Matematyka

Poziom podstawowy

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym sktadat si¢ z 25 zadan zamknigtych
wyboru wielokrotnego oraz 9 zadan otwartych. Zadania sprawdzaty wiadomos$ci oraz umiejetnosci
opisane w pigciu obszarach wymagan ogélnych podstawy programowej matematyki: wykorzystanie
i tworzenie informacji (pi¢¢ zadan zamkni¢tych i1 jedno zadanie otwarte), wykorzystanie
i interpretowanie reprezentacji (dwanascie zadan zamknigtych, dwa zadania otwarte), modelowanie
matematyczne (siedem zadan zamknigtych, dwa zadania otwarte), uzycie i tworzenie strategii (jedno
zadanie zamknigte, dwa zadania otwarte) oraz rozumowanie i argumentacja (dwa zadania otwarte).
Za rozwigzanie wszystkich zadan zdajacy mogt otrzymac 50 punktow.

2. Dane dotyczace populacji zdajacych

Tabela 1. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdajacych 251 226
z licedw ogdlnoksztatcacych 160 701
z technikow 90 525
ze szkot na wsi 9352
ze szko6t w miastach do 20 tys. mieszkancow 45 938
ze szko6t w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 94 087

Zdaj acy rozwigzujacy ze szko6t w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 101 849

zadania w arkuszu

standardowym ze szkot publicznych 231974
ze szkot niepublicznych 19 252
kobiety 136 947
mezczyzni 114 279
bez dysleksji rozwojowej 234 099
z dysleksja rozwojowa 17 127

* Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.

Z egzaminu zwolniono 81 ucznidéw — laureatow i finalistow Olimpiady Matematycznej.

Tabela 2. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajacy z autyzmem, w tym z zespolem Aspergera 439
rozwigzujacy zadania | stabowidzacy 347
w arkuszach w wersji | niewidomi 6
dostosowanej stabostyszacy 378
nieslyszacy 155
Ogoélem 1325
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 3. Informacje dotyczace przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 7 maja 2018
Czas trwania egzaminu 170 minut
Liczba szkot 5124
Liczba zespotéw egzaminatorow 322
Liczba egzaminatorow 5181
Liczba obserwatorow' (§ 8 ust. 1) 308
Li(':zba LY przypadku:
uniewaznien art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 1
pkt 1 rozwigzywania zadan przez zdajacego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt 2 zdajacego w sali egzaminacyjnej 10
z urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaklocenia przez zdajacego prawidtowego
pkt 3 przebiegu egzaminu 0

art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozwigzywania zadan 48

przez zdajacego

art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow

ust. 7 dotyczacych przeprowadzenia egzaminu 24
maturalnego
art. 44zzy | niemozno$¢ ustalenia wyniku (np. 0
ust. 10 zaginigcie karty odpowiedzi)
inne 1
Liczba wgladow? (art. 44zzz7) 2922
Liczba prac, w ktérych nie podjeto rozwigzania zadan 1

! Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grudnia 2016 r. w sprawie szczegdtowych warunkow
i sposobu przeprowadzania egzaminu gimnazjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r., poz. 2223, ze zm.).
2 Na podstawie ustawy z dnia 7 wrze$nia 1991 r. o systemie o$wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2018 r., poz. 1457, ze zm.).
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4. Podstawowe dane statystyczne
Wiyniki zdajacych
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Procent zdajacych
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Wynik procentowy

Wykres 1. Rozktad wynikow zdajacych

Tabela 4. Wyniki zdajacych — parametry statystyczne™

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia sgﬁ;ﬁ{ﬁ:‘i:e Odsetek
Jacy zdajacych (%) (%) (%) (%) (%) %) sukcesow**

ogolem 251 226 0 100 54 100 56 26 83%
w tym:
z liceow 160 701 0 100 62 100 61 26 87%
ogolnoksztatcacych
z technikow 90 525 0 100 42 30 46 22 75%
bez dysleksji 234099 0 100 54 100 56 26 83%
r0ZWOojowej
z dysleksja 17 127 6 98 30 30 32 16 85%
roZwojowa

* Parametry statystyczne podane zostaty dla grup liczacych 30 lub wigcej zdajacych.
** Dane dotycza tegorocznych absolwentow, ktorzy przystapili do wszystkich egzamindw obowiazkowych.
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Poziom wykonania zadan

Tabela 5. Poziom wykonania zadan

Numer Poziom
zadania . p . . wykonania
W Wymaganie ogolne Wymaganie szczegolowe zadania
arkuszu (%)
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje definicje¢
1 II. Wykorzystanie logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm 73
’ i interpretowanie reprezentacji. | iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi
o wyktadniku naturalnym (1.6).
1. Wykorzystanie l.. Llczby rzec.zyw1st.e. Zdajqcy posluguje .
2. {interpretowanie reprezentacii. | ¢ W obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia 68
P p S stosuje prawa dziatan na pierwiastkach (1.3).
1. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zda]qcy obllgza potegi ’
3. {interpretowanie reprezentacii. | © wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dziatan na 73
P P I potegach o wyktadnikach wymiernych (1.4).
4 III. Modelowanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykonuje obliczenia 37
’ matematyczne. procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (1.9).
I. Wykorzystanie i tworzenie 3'. Rf)wnar’ng ! NIETOWNOSCL, ng] acy rozwiazuje
5. . . nier6wnosci pierwszego stopnia z jedna niewiadoma 70
informacji.
(3.3).
4. Funkcje. Zdajacy interpretuje wspotczynniki
6 I. Wykorzystanie i tworzenie wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci 30
’ informacji. kanonicznej, w postaci ogolnej i w postaci iloczynowe;j
(o ile istnieje) (4.10).
I Wykorzystanic i tworzenie 3: Rowr}anla i nierownosci. Zdajacy r(l)zw1q,zuge.proste
7. informach réwnania wymierne, prowadzace do rownan liniowych 47
) lub kwadratowych (3.8).
I. Wykorzystanie i tworzenie 4. Funkcje. Zdajacy interpretuje wspolczynniki
8. . . : AR 77
informacji. wystepujace we wzorze funkcji liniowej (4.7).
II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy szkicuje wykres funkcji
9. . . . . ) - 80
1 interpretowanie reprezentacji. | kwadratowej, korzystajac z jej wzoru (4.8).
10 I. Wykorzystanie i tworzenie 4. Funkcje. Zdajacy wyznacza wzor funkcji liniowej na 66
* | informacji podstawie informacji o funkcji lub o jej wykresie (4.6).
I11. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy bada, czy dany ciag jest arytmetyczny
11. 69
matematyczne. lub geometryczny (5.2).
III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
12. AR 86
matematyczne. n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (5.3).
13 III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume 63
* | matematyczne. n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego (5.4).
1. Wykorzystanie 6. Tryfgqnometr}a. Zdajacy korzysta z przyblizonych
14. {interpretowanie reprezentacii wartosci funkcji trygonometrycznych — odezytanych 70
P P | Z tablic (6.2).
I. Wykorzystanie i tworzenie 7. Planimetria. Zdajacy rozpoznaje tréjkaty podobne
15. |. . . . . T, 61
informacji. i wykorzystuje cechy podobienstwa trojkatoéw (7.3).
IV. Uzycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdajacy stosuje zalezno$ci migdzy katem
16. 7. . . . 78
strategii. srodkowym i katem wpisanym (7.1).
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III. Modelowanie

7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wlasnosci funkcji

17. matematyczne. trygonometrycznych w tatwych obliczeniach 72
geometrycznych (7.4).
II. Wykorzystanie 8. Geometria na pltaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
18. . . . . ; : 63
i interpretowanie reprezentacji. | wyznacza wspotrzedne §rodka odcinka (8.5).
1. Wykorzystanie 8. Geormetrla na Plra.szczyzme kal:t’eZ_]al’lSkle_]. Zdajacy
19. : interpretowanie reprezentacii bada rownoleglo$¢ i prostopadtosé prostych na 82
P P I podstawie ich réwnan kierunkowych (8.2).
9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach
II. Wykorzystanie i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
20. .. . . O o . . 60
i interpretowanie reprezentacji. | krawedziami i przekgtnymi, itp.), oblicza miary tych
katow (9.1).
9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach
71 II. Wykorzystanie 1 ostrostupach kat migdzy odcinkami i ptaszczyznami 66
" | iinterpretowanie reprezentacji. | (migdzy krawedziami i $cianami, przekatnymi
i Scianami), oblicza miary tych katow (9.2).
II. Wykorzystanie G11. Bryly. Zdajacy oblicza pole powierzchni i objgtosé
22. . . . ) 3 60
i interpretowanie reprezentacji. | walca, stozka, kuli (G11.2).
10. Elementy statystyki opisowe;j. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza
23 II. Wykorzystanie $rednig wazona i odchylenie standardowe zestawu 33
" | iinterpretowanie reprezentacji. | danych (takze w przypadku danych odpowiednio
pogrupowanych), interpretuje te parametry dla danych
empirycznych (10.1).
10. Elementy statystyki opisowe;j. Teoria
111 Modelowanie prqwdopodoblenstwa i k01.nb1natoryk.a. Zdajacy zlicza
24, obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, 42
matematyczne. . . A . .
niewymagajacych uzycia wzoréw kombinatorycznych,
stosuje regut¢ mnozenia i regute dodawania (10.2).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
II1. Modelowanie prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza
25. ., ) . 90
matematyczne. prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac
klasyczng definicj¢ prawdopodobienstwa (10.3).
II. Wykorzystanie 3. Réwnania i nierownoS$ci. Zdajacy rozwigzuje
26. . . . .y . . o 73
i interpretowanie reprezentacji. | nierownosci kwadratowe z jedng niewiadoma (3.5).
I. Wykorzystanie i tworzenie 3 Réwnania 1 nieréwnosci. .Zdarj acy %(()rzysta z wlasnosci
27. informacii iloczynu przy rozwigzywaniu rownan typu 62
A xx+1)@x-7)=0(3.7).
V. Rozumowanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzorow
28. i argumentacja. skroconego mnozenia na (a ib)2 oraz a* —b? 2.1). 21
V. Rozumowanie 7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wlasnosci stycznej do
29. . ) . L . 20
i argumentacja. okregu i wlasnosci okregow stycznych (7.2).
4. Funkcje. Zdajacy szkicuje wykresy funkcji
1. Wykorzystanie wykiadn}czych dla roznygh pgdstaw (4~. 14.). Zdajacy na
30. : interpretowanie reprezentacii podstawie wykresu funkcji y = f{x) szkicuje wykresy 46
P P M| funkejiy =fx + @), y = fx) + 4, y =), ¥ = fi=x)
(4.4).
31 II1. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume 63

matematyczne.

n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (5.3).
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8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
wyznacza rownanie prostej przechodzacej przez dwa
IV. Uzycie i tworzenie dape punkt?/ (8.1). Zdajacy wyznacza réwnanie prostej,
32. 7. ktora jest rownolegta lub prostopadta do prostej danej 29
strategii. . .. .
w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt
(8.3). Zdajacy oblicza wspodtrzedne punktu przecigcia
dwach prostych (8.4).
10. Elementy statystyki opisowe;j. Teoria
II1. Modelowanie prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza
33. ., ) . 67
matematyczne. prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac
klasyczna definicj¢ prawdopodobienstwa (10.3).
G11. Bryly. Zdajacy oblicza pole powierzchni i objetosé
IV. Uzycie i tworzenie graniastostupa prostego (G11.2).
34. 7. . SRR h . . 34
strategii. 3. Rownania i nierdbwnosci. Zdajacy rozwiazuje
rownania kwadratowe z jedng niewiadomg (3.4).
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Obszar wymagan og6lnych

Wykres 2. Poziom wykonania zadan w obszarze wymagan ogo6lnych
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Poziom rozszerzony

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawieral 4 zadania zamknicte wyboru
wielokrotnego, 11 zadan otwartych, w tym 7 zadan krotkiej i 4 zadania rozszerzonej odpowiedzi.
Zadania sprawdzaty wiadomos$ci oraz umiejetnosci opisane w pieciu obszarach wymagan ogdlnych
podstawy programowej matematyki: wykorzystanie i tworzenie informacji (jedno zadanie
zamkniete), wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (trzy zadania zamkniete i dwa zadania
otwarte krotkiej odpowiedzi), modelowanie matematyczne (jedno zadanie otwarte krotkiej odpowiedzi
i trzy zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi), uzycie i tworzenie strategii (dwa zadania otwarte
krotkiej odpowiedzi i jedno zadanie otwarte rozszerzonej odpowiedzi) oraz rozumowanie
i argumentacja (dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi). Za rozwigzanie wszystkich zadan zdajacy
mogt otrzymaé 50 punktow.

2. Dane dotyczgce populacji zdajacych

Tabela 6. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszu standardowym*

Liczba zdajacych 67 400
z licedbw ogolnoksztatcacych 44138
z technikow 23262
ze szkot na wsi 1456
ze szk6t w miastach do 20 tys. mieszkahcow 10 130
Zdajacy rozwiazujacy | e <k 4t w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkafcow 25284
zadania w arkuszu - : T : . 30 480
standardowym ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow
ze szkot publicznych 65 098
ze szkot niepublicznych 2302
kobiety 25 635
mezczyzni 41765

* Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.
Z egzaminu zwolniono 81 ucznidow — laureatow i finalistow Olimpiady Matematycznej.

Tabela 7. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajacy z autyzmem, w tym z zespolem Aspergera 108
rozwigzujacy zadania | stabowidzgcy 67
w arkuszach w wersji | niewidomi 2
dostosowane;j staboslyszacy 87
niestyszacy 29
Ogélem 293
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 8. Informacje dotyczace przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 9 maja 2018
Czas trwania egzaminu 180 minut
Liczba szkot 3492
Liczba zespolow egzaminatoréw 322
Liczba egzaminatorow 5181
Liczba obserwatorow” (§ 8 ust. 1) 85
Liczba ., | W przypadku:
uniewaznien art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0
pkt 1 rozwigzywania zadan przez zdajacego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt 2 zdajacego w sali egzaminacyjnej 2
z urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaklocenia przez zdajacego prawidtowego
pkt 3 przebiegu egzaminu 1

art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozwigzywania zadan 10

przez zdajacego

art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow

ust. 7 dotyczacych przeprowadzenia egzaminu 5
maturalnego
art. 44zzy | niemozno$¢ ustalenia wyniku (np. 0
ust. 10 zaginiecie karty odpowiedzi)
inne 9
Liczba wgladow? (art. 44zzz7) 899
Liczba prac, w ktorych nie podjeto rozwigzania zadan 16

! Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grudnia 2016 r. w sprawie szczegdtowych warunkow
i sposobu przeprowadzania egzaminu gimnazjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r., poz. 2223, ze zm.).
2 Na podstawie ustawy z dnia 7 wrze$nia 1991 r. o systemie o$wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2018 r., poz. 1457, ze zm.).
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4. Podstawowe dane statystyczne
Wiyniki zdajacych

0,1

0,1

0,1

0,0

0,0

Procent zdajacych

0,0

0,0 IIII

0.0 ||||| ||IIIII|I||.- n
o-— -

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 88 92 96 100

Wynik procentowy

Wykres 3. Rozktad wynikow zdajacych

Tabela 9. Wyniki zdajacych — parametry statystyczne*

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia sg?lfil;{'ﬁ:::e
1acy zdajaeych | (%) (%) (%) (%) (%) %)
ogélem 67 400 0 100 24 4 29 22
w tym:
z liceow 44138 0 100 36 28 37 2
ogolnoksztatcacych
2 technikow 23262 0 100 8 4 13 14

* Dane dotycza tegorocznych absolwentow, ktorzy przystapili do wszystkich egzamindw obowiazkowych.
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Poziom wykonania zadan

Tabela 10. Poziom wykonania zadan

Numer Poziom
zadania . . . . wykonania
W Wymaganie ogolne Wymaganie szczegolowe sadania
arkuszu (%)
II. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy oblicza potegi o wyktadnikach
1. 1 interpretowanie wymiernych i stosuje prawa dzialan na potggach 72
reprezentacji. o wyktadnikach wymiernych (1.4).
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje pojecie wartosci
I. Wykorzystanie bezwzglednej i jej interpretacje geometryczng (R1.1).
2. i tworzenie ALBO 60
informacji. 3. Réwnania i nierowno$ci. Zdajacy rozwiazuje rownania
i nierdéwnosci z warto$cig bezwzgledng (R3.9).
II. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy stosuje w obliczeniach wzor
3. 1 interpretowanie na logarytm potegi oraz wzor na zamiang podstawy logarytmu 76
reprezentacji. (R1.2).
II. Wykorzystanie 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy oblicza granice funkcji
4, 1 interpretowanie (i granice jednostronne), korzystajac z twierdzen o dziataniach 43
reprezentacji. na granicach i z wlasnosci funkcji cigglych (R11.1).
11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy oblicza granice funkcji
11. Wykorzystanie (i granice jednostronne), korzystajac z twierdzen o dziataniach
5. i interpretowanie na granicach i z wlasnos$ci funkeji cigglych (R11.1). 18
reprezentacji. 4. Funkcje. Zdajacy odczytuje z wykresu whasnosci funkcji
(dziedzing, zbior wartosci) (4.2).
H.' Wykorzystame 11. Rachunek roézniczkowy. Zdajacy korzysta z geometrycznej
6. linterpretowanie i fizycznej interpretacji pochodnej (R11.3) 42
reprezentacji. yeznej mterp P ! e
V. Rozumowanic 7. Planimetria. Zdajqcy stosuje twierdzenia chgrakteryzujqce
7. . . czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane na okregu 22
1 argumentacja.
(R7.1).
2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy rozktada wielomian na
) czynniki, stosujac wzory skroconego mnozenia lub wylaczajac
8 V. Rozumowanie wspolny czynnik przed nawias (R2.3). 4
) 1 argumentacja. . ) . . .
SP2. Dzialania na liczbach naturalnych. Zdajacy rozpoznaje
liczby naturalne podzielne przez 2, 3 (SP2.3).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje
111 Modelowanie wzory na llcgbq .permu.tacp,.komlblna’cp, wariacji i wariacji
9. matematvezne z powtorzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozonych 23
y ) sytuacjach kombinatorycznych (R10.1). Zdajacy oblicza
prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac
klasyczng definicje prawdopodobienstwa (10.3).
9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w walcach 1 w stozkach
o kat migdzy odcinkami oraz kat miedzy odcinkami
10. IV. Uzycie i plaszczyznami (9.3). 48

1 tworzenie strategii.

3. Réwnania i nierowno$ci. Zdajacy rozwigzuje rOwnania
kwadratowe z jedng niewiadoma (3.4).
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6. Trygonometria. Zdajacy stosuje wzory na sinus i cosinus
11 IV. Uzycie sumy i réznicy katdw, sume i roznicg sinuséw i cosinusow 71
) i tworzenie strategii. | katow (R6.5). Zdajacy rozwigzuje rownania i nierownosci
trygonometryczne (R6.6).
1. Modelowanie 3. Roéwnania i nierdwnosci. Zdajacy stosuje wzory Viéte’a
12. 37
matematyczne. (R3.1).
1. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sumg
13. AR 51
matematyczne. n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego (5.4).
8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
postuguje sie rownaniem okregu (x — a)?> + (y — b)> = * oraz
opisuje kota za pomoca nierownosci, wyznacza wspolrzedne
L srodka odcinka, wyznacza rownanie prostej, ktora jest
IV. Uzycie 1 , . . .
14. ) . réwnolegta lub prostopadta do prostej danej w postaci 7
tworzenie strategii. . .. . .
kierunkowej i przechodzi przez dany punkt, oblicza
wspolrzgdne punktu przeciecia dwoch prostych, wyznacza
punkty wspoélne prostej i okrggu oraz oblicza odlegto$¢ punktu
od prostej (R8.5, 8.5, 8.3, 8.4, R8.6, R8.4).
7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwiazki miarowe w figurach
. ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusoéw i twierdzenia
15 1. Modelowanie cosinusow. (R7.5). 14
’ matematyczne. . . .
11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy stosuje pochodne do
rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych (R11.6).
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Komentarz

1. Analiza jakosciowa zadan

NAJLEPIE] OPANOWANE UMIEJETNOSCI

Poziom podstawowy egzaminu
Poziom wykonania zadan z matury na poziomie podstawowym zawarty w Tabeli 5. na stronach 6.—8.
pozwala stwierdzi¢, ze maturzysci najlepiej opanowali umiejgtnosci:
e stosowania w typowej sytuacji klasycznej definicji prawdopodobienstwa do obliczania
prawdopodobienstwa zdarzen;
wykonywania obliczen procentowych;
stosowania wzoru na n-ty wyraz ciaggu arytmetycznego;
badania rownolegltosci prostych na podstawie ich rownan kierunkowych;
badania wlasnosci funkcji kwadratowych.

Najlatwiejszym zadaniem w arkuszu (poziom wykonania — 90%) okazato si¢ zadanie 25., badajace
umieje¢tno$¢ obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia z wykorzystaniem klasycznej definicji
prawdopodobienstwa w nieskomplikowanej sytuacji.

Zdajacy w zdecydowanej wigkszosci nie mieli problemu z ustaleniem wszystkich mozliwych zdarzen
elementarnych w doswiadczeniu, jak i z wyznaczeniem liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych
rozwazanemu rezultatowi.

Niewiele nizszy wynik maturzysci osiagneli w zadaniu 4. (poziom wykonania — 87%), w ktorym
nalezalo obliczy¢ ceng roweru przed obnizka przy wskazanej procentowej wielkosci tej obnizki oraz
cenie po obnizce.

Zastosowanie obliczen procentowych na poziomie elementarnym nie sprawito trudnosci duzej czesci
absolwentoéw szkot konczacych si¢ matura.

Podobnie wysoki poziom wykonania zadania (86%) odnotowano w zadaniu 12., w ktorym maturzys$ci
obliczali piaty wyraz ciagu arytmetycznego, gdy podano sume czwartego, piatego i szostego wyrazu
tego ciggu.

Wigkszos¢ zdajacych poprawnie stosowata wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego lub podstawowa
wlasnosc¢ ciggu arytmetycznego, ktora zreszta jest ukryta w nazwie ciggu (dla kazdych trzech wyrazow
ciaggu arytmetycznego wyraz srodkowy jest §rednig arytmetyczna obu sasiednich wyrazow).

Z kolei zadanie 19. badalo umiejetnos¢ dobrania wartosci wspotczynnika m, wystepujacego
w rownaniach dwoch prostych, tak aby dwie proste okreslone rownaniami kierunkowymi byty prostymi
réwnolegtymi. Nalezalo w tym celu rozwigza¢ rownanie liniowe z jedng niewiadoma. 82% maturzystow
rozwigzato to zadanie bezbtednie, wykazujac si¢ znajomoscia warunku rownoleglosci prostych.

Nietrudno zauwazy¢, ze maturzy$ci na poziomie podstawowym najlepiej opanowali umiej¢tnosci
stosowania pojg¢ oraz stosowania elementarnych wilasnosci tych poje¢ w sytuacjach typowych.
Zauwazmy, ze wymienione wyzej zadania, ktore zostaty bezbtednie rozwigzane przez 80% i1 wigcej
zdajacych, sg zadaniami jedno lub dwuczynno$ciowymi. Zadania te nie majg szerszego kontekstu, ich
rozwigzanie nie wymaga wykonania dodatkowych czynnosci, i — co moze najwazniejsze — umiejetnosci
sprawdzane tymi zadaniami zostaty precyzyjnie opisane i dotyczyty typowych sytuacji. Do rozwigzania
zadan wystarczyto zna¢ podstawowe poj¢cia matematyczne i najwazniejsze witasnosci rozwazanych
obiektéw, zrozumie¢ nieskomplikowany tekst matematyczny, zastosowaé wlasciwy algorytm i
wykona¢ elementarne rachunki.
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Poziom rozszerzony egzaminu

Sposréd zadan wystepujacych w zestawie egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie
rozszerzonym dla tegorocznych maturzystow najlatwiejszymi byly te, przy rozwigzywaniu ktérych
nalezato wykorzysta¢ popularne wzory lub zastosowa¢ konkretne twierdzenia w typowych kontekstach.

Najlatwiejsze dla zdajacych byly zadania zamknigte, np. zadanie 3. (poziom wykonania zadania 76%).
Zadanie to wymagato zastosowania wzoru na logarytm potggi oraz na zamian¢ podstawy logarytmu.
Korzystanie z wlasnosci logarytméw nie przysparza trudnosci zdecydowanej wigkszosci zdajacych.

Z kolei zadanie 1., przy rozwigzaniu ktérego nalezato wykazac si¢ umiejetnosciami wykorzystania praw
dziatan na poteggach o wyktadnikach wymiernych rozwiazato 72% zdajacych.

Rezultaty osiagniete przez zdajacych w dwoch powyzszych zadaniach wskazuja na to, ze wiekszos¢
zdajacych opanowala umiejgtnosci wykonywania obliczen na potggach o wyktadnikach wymiernych
oraz wykorzystania praw dziatan na logarytmach w zakresie okreslonym w podstawie programowej.

UMIEJETNOSCI SPRAWIAJACE NAJWIEKSZE TRUDNOSCI

Kolejny raz na poziomie podstawowym dalo si¢ zaobserwowacé, ze najwicksze trudnosci sprawiaja
maturzystom rozwigzania zadan polegajacych na udowodnieniu twierdzenia. W maju 2018 roku trudne
dla maturzystéw okazaty si¢ zadania 28. 1 29.

W zadaniu 28. zdajacy osiagneli poziom wykonania 21%, w zadaniu 29. za§ —20%. Do niskich
wynikow przyczynity si¢ w sposob bardzo istotny opuszczenia obu zadan. Cze¢$¢ maturzystow na
polecenie ,,wykaz, ze” zareagowata niepodj¢ciem jakiejkolwiek proby zapisu rozwigzania. Oba te
zadania byly dla zdajacych trudne, poniewaz wymagaly przeprowadzenia i zapisania rozumowania.

Nalezy podkresli¢, ze na poziomie podstawowym niskim poziomem wykonania (29%) charakteryzuje
si¢ takze zadanie 32., w ktérym maturzysci mieli okazj¢ zaprezentowa¢ umiej¢tno$¢ zastosowania
strategii wynikajacej wprost z tresci zadania.

W odréznieniu jednak od dwoch zadan na dowodzenie, to nie opuszczenia zadania stanowily wazng
przyczyne niskiego wyniku. W tym przypadku rozwigzania maturzystow ujawniaty brak cato$ciowej
koncepcji rozwigzania zadania lub tez btedy w interpretacji tre$ci tego zadania.

Przeanalizujmy zatem bledy, jakie wystapity w trzech najtrudniejszych zadaniach z tegorocznego
egzaminu maturalnego na poziomie podstawowym. Najtrudniejsze z nich to zadanie 29., ktore
wymagato od maturzysty uzasadnienia nierownosci dla promienia okregu stycznego do ramion kata
prostego oraz stycznego zewnetrznie do drugiego okregu.

Aby uzasadni¢, ze promien mniejszego z rozwazanych okregow (o $srodku w punkcie B) jest mniejszy

od JE —1, mozna bylo obliczy¢ dlugos¢ odcinka taczacego wierzcholek kata prostego z punktem
stycznosci obu okrggow, a nastepnie zauwazyc, ze Srednica okregu o $rodku B jest krotsza od tego
odcinka.

Inny sposob polegat na utozeniu réwnania z jedng niewiadoma, ktérg byl promien okregu o $rodku
w punkcie B, rozwigzaniu tego réwnania i uzasadnieniu, ze obliczony promien spetnia podang
nier6wnosc.



16 Sprawozdanie z egzaminu maturalnego 2018

Ponizej zamieszczamy dwa poprawne rozwigzania tego zadania, wykorzystujace oba omoéwione
sposoby (przyktad 1. i przyktad 2.).

Przyktad 1.
[
7
kS 2
B,
< 2
Uzasadni), z¢ promien okrggu o Srodku B jest mniejszy od v2-1.
Teea s wy < f2-4
Dowdd :
Iacl = 2R ( poexgton luadwin o boke 2)
1acl > L AR 2mB (z zazozen)
26 > 2+ 20p ['2
bd
2 A+ "
< -
fy’ Z-A
Przyktad 2.
ralodianve
1A=,

Uzasadnij, ze promied okregu o srodku B jest muicjszy od 2 1.
too |BPI&L-A = |BP) ~{Aid <O
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Wielu maturzystéw nie podjeto nawet proby rozwigzania tego zadania. Cze$¢ zdajacych, ktorzy podjeli
rozwigzanie, popehila btad polegajacy na przyjeciu zatozenia, ze odcinek taczacy wierzchotek kata
prostego z punktem stycznosci obu okregow jest Srednicg mniejszego okrggu.

Ponizej przedstawiamy przyktad takiego niepoprawnego rozwigzania, w ktorym zdajacy, oprécz
wspomnianego btedu z przyjeciem niewlasciwej dtugosci odcinka tgczacego wierzchotek kata prostego
z punktem styczno$ci obu okregdw, popehit jeszcze btad rachunkowy przy odejmowaniu liczby
wymiernej od niewymiernej (przyktad 3.).

Przyktad 3.

X~ “gw L
Uzasadnij, 2¢ promich okregu o srodku B jest maigjszy od v2 -1

2 11>.;n\w & =2
AX=* R~2n =2* In
26 1 200~ & W4 1XL)E s X l
u@riu?u—wu» )ZL-,_ 2E,|_Axlzﬁ Iq
+ ” = 39

AX= 2427+ 240
l"i’/'f.
oy |
Y= .'(z
—
Z

0- T’f" < ,(-P -/
&~

(nQ

Czgs¢ zdajacych przyjeta niepoprawna metod¢ uzasadnienia, ktora zawiera bezrefleksyjne stosowanie
przyblizen dziesig¢tnych i w efekcie nie pozwala na poprawne rozumowanie. Z taka sytuacja mamy do
czynienia w przyktadzie 4.

Przyktad 4.

y IrG:PI}_(2|r)

Uzasadnij, zc promica okrggu o srodku 8 jest mnicjszy od ¥2-1 .
loal= 20, osvwar AOHA i frostorgruy | Cutomaenny,

(Cch = O4f
DBl= 1z | foltcar ACEB pf postolginy, O8O rauiouny
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Zdajacy zapisal i rozwigzal poprawnie rownanie z jedng niewiadomg i otrzymat promien mniejszego
okregu
2

3+2\/5'

Nastepnie przyblizyt z niedomiarem zaré6wno liczbe \/5 —1, zapisujac, ze J2-1= 0,41, jak rowniez

2 2
3+242° 3+242
wnioskowaé o prawdziwosci nierdwnosci. Natomiast wybranie drugiego z tych przyblizen prowadzi do
nierownosci

=

liczbe zapisujac, ze = 0,34 . Jasne jest, ze pierwsze z tych przyblizen pozwala

0,34<———<0,41</2-1

e

Ta nierdownos$¢ nie dostarcza argumentu do uzasadnienia tezy.
Zdajacy powinien przyja¢ inng taktyke przy stosowaniu przyblizen. Po pierwsze, nalezalo wzigé

2
3+2x/§

przyblizenie liczby z nadmiarem, na przyktad 0,35. Wtedy nier6wnos$¢ przyjetaby postaé

2

3+2\/§

a z takiej nierdbwnosci teza twierdzenia bytaby oczywistym wnioskiem.
Po drugie, zdajacy mogt rozwigzac¢ nieco inaczej rOwnanie

2J§—2=4J5+Q

i w ten sposob mogt uniknaé ktopotéow zwigzanych z przyblizeniami. Wystarczyto tylko pomnozy¢ obie

<0,35<0,41</2 -1,

strony tego rownania przez dodatnig liczbe \/E —1.
Otrzymujemy wtedy rownanie

2(\/5—1)2 =r, czyli rownanie 2(3—2\/5) -

Do zakonczenia dowodu wystarczy pokaza¢ wowczas, ze

6—4\/§<\/§—1, czyli, ze 7<5\/§.

Ostatnia nierowno$¢ jest prawdziwa, gdyz jest rOwnowazna oczywistej nierdbwnosci 49 < 50.

Chcemy zaznaczy¢, ze w schemacie oceniania rozwigzan tego zadania, opublikowanym na witrynie
internetowej Centralnej Komisji Egzaminacyjnej, zamieszczono Il sposéb rozwigzania tego zadania
(strony 10.1 11. zasad oceniania) oraz uwage nr 1 do tego schematu punktowania zadania, ktére powinny
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dodatkowo uzmyslowi¢ konieczno$¢ rzetelnej analizy postgpowania w przypadku stosowania
przyblizen dziesigtnych do szacowania warto$ci wyrazen.
Podkresli¢ nalezy, ze w zadaniach, w ktorych nalezy przeprowadzi¢ uzasadnienie tezy, maksymalng

liczbg punktow mozna otrzymaé tylko za rozwigzanie, zawierajace petne uzasadnienie. Oznacza to
w szczegolnoscei, ze w zadaniu 29. dwa punkty za rozwigzanie byly przyznawane jedynie zdajacym,
ktorzy przedstawili w petni poprawne rozumowanie wykazywanej prawidlowosci.

Cze$¢ zdajacych przedstawila niepelne rozwiazanie zadania, najczgsciej przerywajgc rozumowanie na
etapie przeksztalcania nierownosci. Takie rozwigzanie nie pozwalalo na przyznanie zdajacym
maksymalnej liczby punktow. W szczegdlnosci do uznania uzasadnienia za w petni poprawne nie
wystarczyto obliczenie promienia mniejszego okregu i zapisanie nierownosci

6—42 <21,

jak zrobit to zdajacy w ponizszym przyktadzie 5.

Przyktad 5.

Uzasadnij, ze promien okrggu o sradku B jest mnicjszy od V2 -1,

re? R=2
1BF<RT
Prownenie okre Ju 0 Srodku A tHOraQ K2 2 rAWNOVIQUA
ganepo kgtQ { proste kwadrat o boku A Praekging

1epo edveku | Mk Q,'&owe:’« oxre pu 0 Srodka
Ad L prowuet oke@pu © Srddku KESndl ronmies  EnOray

\DR| = 40 2 X = 202 kwodrat 2 QY £Qfecu
. O boww 1,
thonl = v(& + v+ B

AZ=yry(l+ 2

lﬂ Z{E ") = r(ffv/)
AE-1) 6-4iT=r

o =T
m‘rn: 6-41T < (3-1
@@ = 4x9
Medd)

.f/

Za takie rozwigzanie mozna byto otrzymac tylko 1 punkt.

Zadanie 28. bylo kolejnym, ktore sprawito tegorocznym maturzystom najwigcej kltopotéw. Poziom
wykonania tego zadania (21%) byl tylko o jeden punkt procentowy wyzszy niz w przypadku
omowionego powyzej zadania 29. MaturzysSci zmierzyli si¢ w tym zadaniu z dowodem nieréwnosci

a+b 2
2 ——, ktorej prawdziwos¢ nalezato uzasadni¢ dla dowolnych liczb dodatnich a, b.

2ab  a+b
Najczesciej stosowanym sposobem dowodzenia bylo rownowazne przeksztalcanie tezy twierdzenia,
mimo ze wielu maturzystoéw tego w swoich rozwigzaniach nie zapisywato. Ponizej (przyktad 6.)
poprawne rozwigzanie zdajacego, ktory swoje uzasadnienie formutuje nadzwyczaj swiadomie.
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Przyktad 6.
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Analizujac rozwigzania bl¢dne, zaprezentowane przez maturzystow, mozna bylo dostrzec takie,
w ktorych btad powstawal juz na etapie dodawania utamkow (jak w przykladzie 7.). Powodowato to na
ogot istotne uproszczenie problemu.

Przyktad 7.
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Btad popetniony przez zdajacego w trzecim wierszu rozwigzania doprowadzit do sytuacji, w ktorej
zrealizowal on dowdd omijajacy konieczno$é sprowadzenia lewej strony nieréwnosci do kwadratu
ro6znicy dwoch wyrazen, co byto istota dowodu wyjsciowego twierdzenia.

Tymczasem zdajacy zamieszczali w arkuszach egzaminacyjnych takie rozwigzania, w ktorych
rozumowanie urywa si¢ po dwoch, trzech przeksztatceniach tezy, jak w ponizszym przyktadzie 8.

Przyktad 8.

Zadanie 28. (0-2)
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b prawdziwa jest nierdwnosé
o

i B
a 2b a+h

4
ke yoitlb ; 4
La-lo 7 atb
5
b
wokb 7 oxb

Whnioskowanie o stusznosci tezy z nierownosci, ktorej prawdziwos$¢ wcale nie jest bardziej oczywista
niz poprawno$¢ wyjsciowej niero6wnosci, nie moze przynie$¢ satysfakcjonujacego wyniku na
egzaminie.

W ponizszym przyktadzie 9. mozna zauwazy¢, oprocz zapisania nierdwnosci w postaci niewygodnej do
wnioskowania, jeszcze niewlasciwa czynno$¢, ktora wielu zdajacych wykonywato bezrefleksyjnie:
sprawdzanie poprawnosci nierownosci jedynie dla wybranych warto$ci. Takie proby rozwigzania sg
o tyle zaskakujace, ze co roku w schematach punktowania na stronach internetowych Centralnej
Komisji Egzaminacyjnej zamieszczana jest uwaga o zerowaniu rozwigzan, w ktorych zdajacy sprawdza
prawdziwo$¢ tezy jedynie dla konkretnych wartosci.

Niestety, na egzaminie pojawito si¢ wiele prac, w ktorych takie sprawdzenie prawidlowosci dla
wybranych pojedynczych liczb byto jedyna aktywnoscig zdajacego.

Przyktad 9.
. > 2 Zab:‘lv.'-j.l.ﬂ:
do b 7 TH a=4 624
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Zdajacy potrafili tez, po przeprowadzeniu bezblednych przeksztatcen nierownosci do postaci, z ktorej
mozna w latwy sposoéb wnioskowaé o prawdziwosci tezy, opatrzyé rozwigzanie niewlasciwym
komentarzem lub niepoprawnym wnioskiem. Ponizej takie wtasnie rozwigzanie (przyktad 10.).

Przyktad 10.
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Po ciagu rownowaznych przeksztatcen i doprowadzeniu nieréwnosci do postaci, z ktorej teza jest
natychmiastowym wnioskiem, zdajacy zapisuje stwierdzenie niemajgce pokrycia w rzeczywistosci

matematyczne;j.

Oprécz dowodoéw w arkuszu egzaminacyjnym na poziomie podstawowym z tegorocznej majowej
matury jeszcze jedno zadanie stanowito powazne wyzwanie dla wielu zdajacych. To zadanie 32., ze
stosunkowo niskim poziomem wykonania (29%). Poprawne rozwigzanie tego zadania nie wymagato
wielu obliczen i dawato si¢ zapisa¢ krotki sposobem. Swiadczy o tym rozwiazanie z przyktadu 11.
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Przyktad 11.
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Roéwnie szybko do celu prowadzito roz

wigzanie z uzyciem twierdzenia Pitagorasa (przyktad 12.).

Przyktad 12.
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Gdzie zatem nalezy szuka¢ zrddet niskiego wyniku w zadaniu, ktore nie nalezato do zadan szczego6lnie
opuszczanych, jak kazdy z dowodow w arkuszu, a strategia rozwigzania zadania do$¢ jasno wynikata
z jego tre$ci. Oto mozliwe odpowiedzi.

Czesc¢ zdajacych, sporzadzata tylko ilustracje graficzna do zadania — rysowali oni uktad wspoétrzednych,
zaznaczali punkty A i B, czasem tez prostg o rownaniu y = 2x + 3. Inspiracja do takiego dziatania jest
najczgsciej przekonanie o mozliwosci uzyskania przy ocenie rozwigzania pojedynczego punktu za sam
rysunek. Tymczasem w tresci zadania nie wystgpito polecenie ,,sporzadz rysunek”. Zrobienie ilustracji
zawierajacej jedynie tre§¢ zadania w formie graficznej nie stanowi na tyle istotnego postepu w zadaniu,
by przybliza¢ znaczaco rozwigzanie.

Inng grupe zdajacych stanowili ci, ktorzy po przeczytaniu tresci zadania, nie rozpoznawali polozenia
kata prostego w trojkacie ABC. Stad na rysunkach prosta prostopadta do prostej AB czasem przechodzita
przez punkt A4 (jak w przyktadzie 13.).

Przyktad 13.

Adx+ 5=
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T ey = (o = QD

\BA N

Zdarzato si¢ tez (jak w przyktadzie 14.), ze zdajgcy prowadzili prosta prostopadta do prostej o rownaniu
y =2x+3.Jesli jeszcze towarzyszyla temu zamiana miejscami wspotrzgdnych punktu B, to ilustracja

graficzna takiej sytuacji byta catkowicie sugestywna dla zdajacych. Byto to jednak rozwigzanie odlegte
od wlasciwego.
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Przyktad 14.

kat ABC jest prosty.
R oL o08) | wipdl PR
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Jeszcze inng grupe stanowili zdajacy, ktorzy prowadzili proste prostopadte do prostej 4B, przechodzace
przez punkty A4 oraz B, otrzymujac dwa mozliwe potozenia punktu C (przyktad 15.)

Przyktad 15.
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Takie rozwigzanie $wiadczy o braku zrozumienia tre$ci zadania. Ze wszystkich przedstawionych
btednych rozwigzan wynika, ze dla wielu maturzystow prawdziwym problemem jest brak zrozumienia
sformutowania ,kat ABC jest prosty”, a przeciez jest to umiejetno$¢ ksztatcona juz od szkoty
podstawowej.

Na poziomie rozszerzonym najwigcej trudnosci tegoroczni maturzy$ci mieli z rozwigzaniem
zadania 8., o czym $wiadczy niski poziom wykonania tego zadania — 4%. Zadanie to sprawdzato
umiejetno$ci z obszaru Rozumowanie [ argumentacja, a wymagalo przeprowadzenia dowodu
algebraicznego dotyczacego podzielnosci liczb.

W zaleznosci od przyjetej strategii rozwigzania, zdajacy przeksztalcali wyrazenie opisujace podang
w tresci zadania liczbg do r6znych postaci. Zdecydowana wigckszo$¢ maturzystow, ktorzy rozwigzali to
zadanie wylaczajac wspélny czynnik przed nawias zapisywata liczbe k’m—km® w postaci
km(k+m)(k—m), a nastgpnie uzasadniata podzielno$¢ tego iloczynu przez 6 poprzez analize

podzielnosci przez 2 i przez 3 poszczegodlnych jego czynnikow.
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Takie rozwigzanie zilustrowano przykladem 16.

Przyktad 16.
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Czgs¢ zdajacych przeksztatcata liczbe k*m —km® do postaci km (k—1)(k+1)—km(m—1)(m+1),
i dostrzegajac fakt, ze k(k—1)(k+1) i m(m—1)(m+1) sa iloczynami trzech kolejnych liczb

catkowitych, uzasadniata podzielnos¢ liczby k>m — km® w oparciu o twierdzenie mowiace o tym, ze
wsrod trzech kolejnych liczb catkowitych wystepuje co najmniej jedna podzielna przez 2 i doktadnie

jedna podzielna przez 3.
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Oto przyktad poprawnego rozwigzania z wykorzystaniem takiej strategii.

Przyktad 17.
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Duza grupa maturzystow nie podjeta proby rozwiazania tego zadania, a sposrdd tych, ktorzy probowali
wykaza¢ teze, wielu nie potrafito poprawnie wykaza¢ podzielnosci przez 2 i 3. Zdecydowanie
fatwiejszym fragmentem rozwigzania dla zdajacych byto wykazanie podzielnosci przez 2. Duza czgsé
maturzystow ten etap rozwigzania wykonywala poprawnie. Natomiast podzielno$¢ przez 3 zdajacy
uzasadniali czesto na podstawie btgdnych zatozen, co wida¢ w ponizszych przyktadach 18.1 19.

Przyktad 18.
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Przyktad 19.
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Wérod rozwiazan, zawierajacych jako pierwszy etap przeksztalcenie liczby k’m —km® do postaci
km(k+m)(k—m), byly takie, w ktorych zdajacy blednie przyjmowali, ze czynniki iloczynu sa
kolejnymi liczbami catkowitymi (lub kolejnymi wyrazami ciggu), a zatem ws$rod nich jest doktadnie
jedna podzielna przez 3 i co najmniej jedna podzielna przez 2.
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Ponizej przyktady takich rozwigzan (przyktady 20.1 21.).

Przyktad 20.
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Niektorzy maturzy$ci probowali uzasadnia¢ teze postawiong w zadaniu na podstawie wybranych,
konkretnych wartos$ci liczb k1 m (przyktady 22. 1 23.).
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Przyktad 22.
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Po analizie rozwiagzan zadania 8. nasuwa si¢ spostrzezenie, ze tegoroczni maturzysci nie potrafia
wlasciwie wykorzysta¢ znanych im twierdzen, dotyczacych podzielnos$ci liczb. W swych rozwiazaniach
nie uwzgledniali wszystkich mozliwych przypadkoéw lub powotywali si¢ na twierdzenia, ktore przy ich
metodzie rozwigzania nie miaty zastosowania.
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Bardzo trudnym zadaniem dla tegorocznych maturzystow, ktorzy przystapili do egzaminu maturalnego
z matematyki na poziomie rozszerzonym, byto rowniez zadanie 14. (poziom wykonania zadania — 7%).
Dotyczyto ono wymagan z obszaru Uzycie i tworzenie strategii.

Aby rozwigza¢ zadanie, nalezalo opracowal strategie, ktora doprowadzi do wyznaczenia
wspotrzednych wierzchotkow trojkata. Poszczegdlne etapy rozwigzania wymagaly od maturzystow
umiej¢tno$ci wyznaczania wspotrzednych punktow stycznosci okregu wpisanego w trojkat z bokami
tego trojkata, obliczania wspolrzgdnych punktu przeciecia dwoch prostych oraz wykorzystania
wspotrzednych srodka odcinka do wyznaczenia wspotrzednych koncdéw tego odcinka.

Ponizej zamieszczono przyktadowe poprawne rozwigzanie zadania, w ktorym maturzysta wyznacza
najpierw réwnania prostych AB i AC, korzystajac z odlegtosci punktu od prostej, a nastepnie znajduje
wspotrzedne wierzchotka C jako rozwigzanie uktadu rownan opisujacych proste zawierajace bok AC
i wysoko$¢ opuszczong z wierzcholka C na bok 4B. Natomiast szukajac wspotrzednych wierzchotka B,
zdajacy najpierw wyznaczyl wspotrzedne srodka odcinka 4B jako punktu przecigcia prostej AB i prostej
zawierajacej wysoko$¢ opuszczong z wierzchotka C na bok AB, by nastgpnie wykorzysta¢ je do
obliczenia wspotrzednych wierzchotka B.

Przyktad 24.
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Czesci zdajacych, ktorzy poprawnie zaplanowali sposob rozwigzania zadania, w osiggnigciu petnego
sukcesu przeszkodzity braki w podstawowych umiejetnosciach. Przyktadem takiego rozwigzania jest to
zamieszczone ponizej (przyktad 25.), w ktorym zdajacy na poczatku popetit blad przy wyznaczaniu
réwnania peku prostych (zamienit wspotrzedna x z y) i konsekwentnie do popelnionego btedu rozwiagzat
zadanie do konca, ale popelniajac jeszcze bledy rachunkowe (wynikajace z braku umiejetnosci
wykonywania dzialan na utamkach o r6znych mianownikach i liczbach mieszanych).
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Przyktad 25.
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W rozwigzaniach zadania 14., proponowanych przez tegorocznych maturzystow w arkuszach
egzaminacyjnych, pojawiaty si¢ biedy nie tylko rachunkowe — roéwniez takie, ktére wynikaty
z zastosowania pewnych wlasnosci 1 zwigzkoéw geometrycznych, wystepujacych np. w trojkacie
roéwnobocznym, ale nie w trojkacie rownoramiennym, ktory wystepowat w tresci zadania (przyklady
26.127. — dwusieczna kata jako wysokos$¢ opuszczona na przeciwlegly bok BC).
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Przyktad 26.
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Niektorzy maturzy$ci przeprowadzali analiz¢ tre$ci zadania, zapisywali dostrzezone zwiazki

i zaleznosci, ale nie potrafili ich odpowiednio potaczy¢, by osiggnaé cho¢by niewielki postep na drodze
do rozwigzania zadania. Przyktad 28. stanowi takie wtasnie rozwigzanie
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Analiza rozwigzan zadan maturalnych pozwala zauwazy¢, ze maturzysci lepiej radzg sobie
z rozwigzaniem zadan, w ktorych nalezy wykorzysta¢ znany algorytm (model dziatania), niz
z zadaniami wymagajacymi zaplanowania strategii rozwigzania czy uzasadnieniem postawionej tezy.
Po raz kolejny daje si¢ rowniez zauwazy¢, ze dla przystepujacych do egzaminu maturalnego
absolwentow szkot ponadgimnazjalnych duzy problem stanowig zadania dotyczace zagadnien
geometrycznych, zarowno w przypadku geometrii ptaszczyzny, jak i geometrii przestrzeni.

2. Problem ,,pod lupg”
Zadanie optymalizacyjne — zagadnienie wymagajqce rozwigzania wieloetapowego

Zadanie optymalizacyjne, badajace umiej¢tno$¢ modelowania matematycznego z wykorzystaniem
rachunku rézniczkowego, funkcjonuje w arkuszu egzaminacyjnym dla poziomu rozszerzonego od
poczatku istnienia nowej formuty egzaminu, tj. od roku 2015. W poprawnym rozwigzaniu takiego
zadania wystepuja state elementy: okreslenie — najczesciej przez opis wzorem funkcji — konkretnego
modelu matematycznego rozwazanej sytuacji, uwzglednienie ograniczen i zastrzezen wynikajacych
z uwarunkowan geometrycznych lub algebraicznych — na przyklad przez wyznaczenie dziedziny
funkcji, zastosowanie rachunku rozniczkowego do wyznaczenia warto$ci ekstremalnych
przyjmowanych przez funkcje, ustalenie wartosci najwiekszych lub najmniejszych z uwzglednieniem
dziedziny badanej funkcji.

Zadania te dotycza zawsze badania sytuacji, w ktorej wystepuje mozliwo§¢ zmiany wartosci lub
rozmiarow pewnego obiektu. Na tegorocznym egzaminie przedmiotem rozwazan byto poszukiwanie
opisanego na okregu trapezu o najmniejszym mozliwym obwodzie. Zdajacy mieli ustali¢ zakres
warto$ci liczbowych dla dluzszej podstawy trapezu, przy ktorych zadany trapez opisany na okrggu
istnieje, uzasadni¢ wzor opisujacy zaleznos¢ obwodu trapezu od dhuzszej podstawy trapezu, wyznaczy¢
tangens kata ostrego trapezu z najmniejszym mozliwym obwodem. Zatem do poprawnego rozwigzania
wystarczyto konsekwentnie zrealizowa¢ strategi¢, uwzgledniajaca typowe etapy rozwigzania zadania
optymalizacyjnego.

Oto poprawne rozwigzanie zadania (przyktad 29.). Zdajacy w pierwszej kolejnosci rozwazyt wlasciwe
geometryczne uwarunkowania i wyznaczyt zakres warto$ci, ktore moga by¢ przyjmowane jako dtuzsza
podstawa trapezu. Nastepnie wykorzystal wlasnos¢ trapezu opisanego na okregu i wyznaczyt zaleznos¢
obwodu trapezu od jego diuzszej podstawy. Na koniec wykorzystat rachunek rézniczkowy do
wyznaczenia warto$ci ekstremalnych, ustalil warto$¢ zmiennej, przy ktorej funkcja przyjmuje wartos$c
najmniejsza, i wyznaczyt tangens wlasciwego kata.

Przyktad 29.
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Poziom wykonania zadania optymalizacyjnego z arkusza maturalnego z maja 2018 r. to zaledwie 14%.
W duzym stopniu na taki wynik wplynat fakt opuszczenia zadania przez wysoki odsetek zdajacych.
Kolejna duza grupa zdajacych byla w stanie rozwigza¢ tylko jeden z etapow zadania. Przyktadem moze
by¢ rozwigzanie prezentowane ponizej (przyktad 30.). W przedstawionej sytuacji zdajacy koncentruje
si¢ na tej czg$ci rozwigzania, w ktorej moze wykazac si¢ jedynie znajomoscig rachunku rézniczkowego
i zastosowaniem pochodnych do wyznaczania wartosci ekstremalnych funkcji. Wyznaczenie
mozliwych warto$ci dla argumentéw funkcji, dla ktorych analizowane zagadnienie ma sens nie zostato
przeprowadzone poprawnie, a uzasadnienie wzoru funkcji opisujacej model w rozwigzaniu nie pojawito
si¢. Zdajacy jest w stanie wykonac tylko ten etap rozwiazania, ktory wymaga umiej¢tnosci wyznaczania
pochodnej funkcji i ustalenia wtasnosci pochodnej potrzebnych do wnioskowania o ekstremach funkcji.

Przyktad 30.
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Wsrdd rozwigzan zadania optymalizacyjnego dominowaly takie, w ktorych zdajacy podawali btedng
dziedzine funkcji (przyklad 31.) oraz rozwiagzania bez poprawnego uzasadnienia istnienia wartosci
najmniejszej badanej funkcji (przyktad 32.).

Przyktad 31.
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Przyktad 32.
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Powyzsze przyktady wskazujg na to, iz maturzysci niewtasciwie rozwiazywali zadania optymalizacyjne
przy wykorzystaniu rachunku pochodnych. Powszechnym zjawiskiem jest brak zrozumienia istoty

zagadnien optymalizacyjnych, a w szczegdlnosci konieczno$ci

rozwazania geometrycznych
i algebraicznych uwarunkowan przy okre§laniu modelu matematycznego, a takze rozumienia

wlasciwego zastosowania rachunku rézniczkowego do badania wtasnosci funkcji.

Podkreslic nalezy, ze materialy informacyjne dotyczace egzaminu maturalnego w formule

obowiazujacej od 2015 r. (tzw. ,,nowej”

formule) od poczatku zawieraly zapis o zamieszczaniu

w kazdym arkuszu maturalnym dla poziomu rozszerzonego zadania z zagadnieniem optymalizacyjnym.
Problematyka, ktora te zadania poruszajg, wymaga wieloetapowe;j strategii rozwigzania. Stad wysoka
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liczba punktow mozliwych do uzyskania za rozwigzanie tego typu zadania, znaczaco decydujaca o
wyniku catego egzaminu.

Zagadnienia optymalizacyjne sg czgsto traktowane przez uczniéw i nauczycieli jako swoisty algorytm
postgpowania, ktorego state elementy (etapy) wymagaja kazdorazowo specyficznej realizacji ze
wzgledu na réznorodnos¢ badanych sytuacji. Odmienno$¢ kolejnych rozwazanych zagadnien od
wczesniej zbadanych w rozwigzanych juz zadaniach decyduje o tym, ze maturzysci uwazaja ten typ
zadan za bardzo trudny.

Zagadnieniom optymalizacyjnym warto nada¢ w toku edukacji matematycznej wigksze znaczenie.
Zwigkszenie liczby przeanalizowanych roéznorodnych przykltadow moze pozwoli¢ na doglgbne
zrozumienie istoty problemu, zwlaszcza w realizacji najbardziej kluczowych etapéw rozwigzania —
tj. wyznaczania dziedziny funkcji i uzasadniania istnienia wartosci najwigkszej lub najmniejszej
rozwazanej funkcji.

3. Whioski i rekomendacje

1. Tegoroczny egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym potwierdzil, ze
maturzystom nie sprawiajg trudnosci zadania sprawdzajace pojedyncze, mato skomplikowane
umiejetnosci.

2. Najlepsze wyniki zdajacy uzyskali w zadaniach zamknietych: z rachunku prawdopodobienstwa
za obliczenie prawdopodobienstwa w prostej sytuacji z zastosowaniem klasycznej definicji
prawdopodobienstwa, za wykonanie obliczen procentowych oraz z ciggéow liczbowych za
wykorzystanie wzoru na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego.

3. Wysoki byl réwniez odsetek zdajacych, ktérzy potrafili bada¢ réwnoleglos¢ prostych
na podstawie ich roéwnan kierunkowych oraz rozpoznawali niektore wlasnosci funkcji
kwadratowej na podstawie podanej postaci iloczynowej lub postaci ogdlnej. Tym samym
potwierdza si¢ teza, ze zdajacy osiagaja bardzo dobre wyniki w zadaniach krotkich,
wymagajacych jedynie zastosowania wzoréw. Podobne wyniki uzyskali réwniez zdajacy na
poziomie rozszerzonym w zadaniach sprawdzajacych znajomos$¢ praw dziatan na logarytmach
i potegach o wyktadniku wymiernym.

4. W przypadku zadan otwartych na poziomie rozszerzonym najwyzsze wyniki zdajacy uzyskali za
rozwigzanie zadania, w ktorym nalezato wykaza¢ si¢ umiej¢tnosciami zastosowania wlasnosci
ciaggow liczbowych, a w szczego6lnosci stosowaniem wzoru na n-ty wyraz i sume n poczatkowych
wyrazow ciggu geometrycznego.

5. Zaréwno na poziomie podstawowym, jak i na poziomie rozszerzonym, egzamin ujawnit niski
poziom opanowania przez zdajacych umiejetnosci z zakresu geometrii, zwlaszcza geometrii na
ptaszczyznie kartezjanskiej. Dotyczy to gléwnie zadan rozszerzonej odpowiedzi, w ktorych
nalezy zaplanowac strategi¢ rozwigzania, taczac w calos¢ kilka pojedynczych umiejgtnosci.
Zrédet ktopotow zdajacych w takich zadaniach nalezy upatrywac juz w umiejetnoéci przeczytania
tresci zadania ze zrozumieniem i poprawnej jej interpretacji.

6. O niskim wyniku egzaminu z matematyki najczesciej decyduje brak sprawnosci rachunkowe;j,
powazne problemy z poprawnym wykonywaniem obliczen rachunkowych. Btedy rachunkowe
w rozwigzaniach zadan otwartych sg popetiane przez zdajacych praktycznie na kazdym etapie
rozwigzania, a te z nich, ktéore dotycza poczatkowej fazy rozwigzania zadania nierzadko
utrudniaja lub uniemozliwiaja dokonczenie rozwigzania albo doprowadzajg do otrzymania
wynikow niespetniajacych warunkéw zadania. Najczeéciej zdajacy w wyniku popetnianych
btedow nie majg szansy rozstrzygac¢ kwestii, ktore pozwolityby na sprawdzenie opanowania przez
nich umiejetnoéci potrzebnych do prawidtowego rozwiazania zadania. Brak odpowiedniej
sprawnosci rachunkowej, nieznajomo$¢ praw i wilasnosci dzialan, nieuwaga prowadzaca do
btedow przy obliczeniach, takze nieskomplikowanych, jest najczestsza przyczyna niepowodzen
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zdajagcych matur¢ z matematyki. Jest to szczegdlne widoczne w przypadku zadan
wieloetapowych, wymagajacych dobrania strategii rozwigzania sktadajacej si¢ z kilku krokow.

Wyniki egzaminu maturalnego wyraznie wskazuja, ze najwiecej trudno$ci na egzaminie
z matematyki sprawiaja maturzystom zadania wymagajace uzasadnienia prawdziwosci tezy.
Zadania tego typu sg znacznie czg$ciej od innych pomijane, a wérod tych zdajacych, ktorzy
podejmuja probe ich rozwiazania jest wielu wnioskujacych o prawdziwosci tezy na podstawie
sprawdzenia poprawnosci dla kilku wybranych wartosci.

Niepowodzenia maturzystow czesto wynikaja z braku umiejetnosci rozumienia tekstu
matematycznego. Swiadcza o tym nieudane proby podjecia rozwiazania zadan, gdzie juz
w poczatkowej fazie poszukiwania strategii rozwigzania zdajacy przystepuja do rozwazania
sytuacji odmiennych od tych z tresci zadan. Takie dzialanie nie pozwala na uzyskanie dobrego
wyniku, w praktyce za rozwigzanie innego zadania niz zamieszczone w arkuszu egzaminacyjnym
zdajacy nie moze uzyskaé punktow. W trakcie organizowanych zaje¢ nauczyciele powinni nada¢
duze znaczenie poczatkowej fazie rozwigzania zadania, tj. precyzyjnemu ustaleniu istoty
rozwigzywanego problemu i rozumieniu opisanej sytuacji. Mozna ¢wiczy¢ z uczniami zmiang
sformutowania tresci matematycznej na opis tego samego zagadnienia w innym uj¢ciu albo
rozwigzywanie zadan, w ktéorych pozornie drobna zmiana w tre$ci wymaga zastosowania
rozumowania istotnie odmiennego.

Szczegdlnym problemem, utrudniajagcym maturzystom uzyskanie dobrego wyniku na egzaminie
z matematyki, jest brak umiejetnosci rozwigzywania zadan, w ktérych dane lub rozwazane
wielko$ci nie maja konkretnych wartosci liczbowych. W czg$ci zadan albo dane oznaczone sa
literami albo rozwigzanie wymaga wprowadzenia oznaczen literowych dla istotnych przy
rozwigzywaniu zadania wielkosci, np. dlugosci odcinka lub pola figury ptaskiej. Maturzysci
nierzadko ograniczaja rozwigzania zadan tego typu do proby podjecia lub do rozwazania
wylacznie wybranych wartosci liczbowych (wybranych przypadkéw). Umiejetnos¢ uogolniania
i okreslania zmiennos$ci wlasnosci obiektow matematycznych w zaleznosci od przyjmowania
roznych wartosci liczbowych jest niezbgdna do prowadzenia prawidtowego wnioskowania.
Wspomniane umiejetnosci decyduja wrecz o mozliwosci rozwigzania niektérych zadan. Na
przyktad przy rozwazaniu zagadnien optymalizacyjnych konieczne jest ustalenie dziedziny
badanej funkcji, wymagajace rozwazenia sytuacji skrajnych i posrednich dla uwarunkowan
geometrycznych lub algebraicznych. W trakcie edukacji uczniowie powinni mie¢ wiecej okazji
do ¢wiczenia umiejetnosci analizowania tych zmian wlasnos$ci obiektow matematycznych, ktére
sa konsekwencja przyjmowania w badanych sytuacjach r6znych mozliwych warto$ci liczbowych.
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